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Vorrede  des  Herausgebers. 


-Cerdinand  Joachimsthal,  Professor  an  der 
Universität  Breslau,  wurde  am  5.  April  1861  durch 
einen  frühzeitigen  Tod  mitten  aus  den  Erfolgen  sei- 
ner mathematischen  Untersuchungen  und  seiner  se- 
gensreichen Lehrthätigkeit  fortgerissen.  Auch  war 
es  ihm  nicht  vergönnt,  die  Ausarbeitung  des  vorlie- 
genden Lehrbuchs,  welchem  er  die  Mussestunden  vie- 
ler Jahre  mit  Vorliebe  gewidmet  hatte,  vollständig 
zu  Ende  zu  führen.  Doch  fanden  sich  glücklicher- 
weise ausser  einem  vom  Verstorbenen  selbst  als  druck- 
fertig bezeichneten  Manuscript  in  den  hinterlassenen 
Papieren  noch  weitere  Ausführungen  und  Andeutun- 
gen vor,  auf  Grund  deren  ich  es  unternehmen  konnte, 
dieses  Lieblingswerk  meines  hochverehrten  Lehrers 
herauszugeben,  ein  Werk,  welches  durch  die  Klarheit 
der  Darstellung  und  durch  die  sorgfältige  Berücksich- 

f  j  /^  f  1 '  i  ^  i 
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tigung  der  dem  Anfänger  entgegentretenden  Schwierig- 
keiten seiner  Bestimmung  als  Leitfaden  zur  Einfüh- 
rung in  die  analytische  Geometrie  zu  dienen,  in  vor- 
züglichem Maasse  entspricht,  und  welches  zugleich 
durch  die  Eigenthümlichkeit  der  Methode  auch  auf 
den  mit  dem  Gegenstande  völlig  vertrauten  Leser  in 
hohem  Grade  anregend  wirkt.  In  dieser  Beziehung 
möchte  namentlich  die  fast  durchgängige  Anwendung 
schiefwinkliger  Coordinaten  hervorzuheben  sein,  bei 
welcher  die  Verbindung  von  Einfachheit  der  Rechnung 
und  Allgemeinheit  der  Schlüsse  in  seltener  Weise  er- 
reicht ist. 

Es  kann  als  sicher  angenommen  werden,  dass 
schon  zu  der  Zeit,  als  Jacobi  noch  lebte,  also  bereits 
vor  dem  Jahre  1851,  der  erste  Gedanke,  die  Elemente 
der  Geometrie  zu  bearbeiten,  in  Joachimsthal  entstan- 
den war.  Eine  bezügliche  Aufforderung  Jacobi's  hat 
diesen  Gedanken  wohl  nicht  erst  hervorgerufen,  son- 
dern nur  von  Neuem  angeregt  und  der  Ausführung 
näher  gebracht.  Jacobi  nämlich  hatte  schon  seit  län- 
gerer Zeit  ab  und  zu  an  einem  Lehrbuch  geschrieben, 
welches  zu  einer  elementaren  analytischen  Darstellung  ^ 
der  von  ihm  in  Vorlesungen  an  der  Königsberger  Uni- 
versität oft  behandelten  Geometrie  des  Raumes  bestimmt 
war;  er  forderte  nun  Joachimsthal  auf,  ein  Lehrbuch 
der  Geometrie   der  Ebene  zu   schreiben,   damit  beide 
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Werke  zusammen  das  ganze  Gebiet  der  Geometrie  in 
ihren  Elementen  umfassten. 

Der  hierdurch  von  Neuem  in  Joachimsthal  ange- 
regte Gedanke  hat  dann  freilich  in  ihm  eine  viel  wei- 
tere Entwicklung  genommen.  Im  Jahre  1855,  als 
Joachimsthal  die  mathematische  Professur  an  der  Uni- 
versität Halle  bekleidete,  hatte  er  bereits  einen  ersten 
Entwurf  der  Geometrie  der  Ebene  nahezu  vollendet, 
und  er  zeigte  mir  denselben  bei  Gelegenheit  eines  Be- 
suches, den  ich  ihm  damals  machte.  Aber  dieser  erste 
Entwurf  genügte  ihm  später  nicht;  er  ordnete  den  zu 
behandelnden  Stoff  nach  einem  neuen  Plane  an,  än- 
derte demgemäss  die  Reihenfolge  der  Kapitel  —  von 
denen  z.  B.  das  die  Transversalentheorie  enthaltende 
ursprünglich  den  Kegelschnitten  vorausging  —  und 
unternahm  auf  diese  Weise  eine  durchgreifende  Um- 
gestaltung des  Werkes,  welche  leider  vor  der  gänzli- 
chen Vollendung  durch  seinen  Tod  unterbrochen  wurde. 
Von  dieser  neuen  Bearbeitung  fand  ich  die  ersten 
sieben  Kapitel  druckfertig  vor;  ich  hatte  daher  nur 
den  Schluss  des  Werkes  im  Sinne  des  Dahingeschie- 
denen zu  ergänzen  und  hierfür  folgende  im  Nach- 
lass  vorgefundene  Papiere  als  Anhaltspunkte  zu  be- 
nutzen. 

Erstens  ergab  ein  kurzes  Inhalts-Verzeichniss  die 
vollständige  Reihenfolge  der  Kapitel,  wie  sie  Joachims- 
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thal  für  die  zweite  Bearbeitung  festgestellt  hatte.  Die- 
ses Verzeichniss  führt  nicht  nur  die  Geometrie  der 
Ebene  bis  zu  Ende,  sondern  geht  auch  zur  Geometrie 
des  Raumes  über  und  zeigt  also,  dass  Joachimsthal's 
Plan  sich  im  Laufe  der  Jahre  bedeutend  erweitert 
hatte. 

Zweitens  lag  mir  der  bereits  erwähnte  erste  Ent- 
wurf des  Werkes  vor,  welcher  mit  §.  94  abschliesst, 
und  aus  welchem  der  Text  vom  Anfange  des  achten 
bis  gegen  Ende  des  zehnten  Kapitels  wörtlich  ent- 
nommen ist.  Die  in  den  sieben  ersten  Kapiteln  durch- 
geführte neue  Anordnung  erforderte  zwar  einige  Mo- 
dificationen  des  Textes;  jedoch  habe  ich  es  vorgezogen, 
denselben  unverändert  zu  lassen  und  die  Modifica- 
tionen  in  Anmerkungen  zu  verw^eisen,  welche  als 
von  mir  herrührend  mit  dem  Buchstaben  H.  unter- 
zeichnet sind.  Ans  diesem  ersten  Entwürfe  habe  ich 
überdies  die  drei  auf  den  Seiten  13,  20  und  26  ste- 
henden Anmerkungen  genommen,  deren  Inhalt  in  der 
zweiten  Bearbeitung  fehlte. 

Drittens  fand  sich  ein  Blatt,  auf  welchem  Joa- 
chimsthal den  im  letzten  Kapitel  einzuhaltenden 
Gang  in  kurzen  Umrissen  angedeutet  hat.  Darauf 
hin  habe  ich  den  Versuch  gemacht,  dieses  Ka- 
pitel auszuführen  und  damit  das  vorliegende  Werk 
Joachimsthars    zu    demjenigen  Abschluss   zu   bnngen, 
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welcher  von  ihm  selbst  beabsichtigt  und  bei  der  Ver- 
öffentlichung nicht  füglich  zu  entbehren  war.  Ich 
habe  mich  bei  dieser  Arbeit  bemüht,  so  viel  als  mög- 
lich im  Sinne  JoachimthaFs  zu  verfahren,  und  na- 
mentlich im  Sinne  der  eben  erwähnten  Andeutungen, 
welche  mir  die  einzigen  speciellen  Anhaltspunkte  ge- 
währten, und  welche  ich  deshalb  hier  wörtlich  fol- 
gen lasse: 

„Pole  von  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
„Tangentenmethode.  Die  Polare  bewegt  sich  an 
„einem  Kegelschnitt;  Anwendung  auf  zwei  Kreise. 
„ —  Durchschnitt  zweier  Kegelschnitte,  gemein- 
„schaftliche  Sehnen,  reelle,  imaginäre.  Reeller 
„Durchschnitt  imaginärer  conjugirter  Geraden.  Be- 
„deutung  der  Punkte ,  Vielehe  als  gemeinschaft- 
„liche  Durchschnittspunkte  anzusehen  sind.  Be- 
„trachtung  von  U-\-kV  =  0 ^  Involution.  J7  =  0, 
^^U^Xpg^O,  U+,upr  =  0,  —  U=0,  U+lp'  =  0, 
^^V+jiiq'  —  0.  —  pq+lrs  =  0.  Pascal'scher  Satz  mit 
„seinen  Folgerungen;  Brian chon' scher  Satz." 

Berlin,  im  März  1863. 

Oswald  Hermes. 
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Zur  leichteren  Handhabung  der  vorhegenden 
Elemente  sind  bei  der  zweiten  Auflage  die  Paragraphen 
zugleich  in  den  Columnentitel  genommen  worden.  Im 
Uebrigen  ist  der  Text  fast  ganz  unverändert  beibe- 
halten und  nur  für  möglichste  Correctheit  desselben 
gesorgt  worden. 

Berlin,  im  Juli  1871. 

0.  H. 
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Erstes  Kapitel. 

Bestimmung   der  Lage  von  Punkten  in    einer  Ebene. 
Principien  der  analytischen  Geometrie. 

§.  1.  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  einer  Gera- 
den. Nimmt  man  in  einer  unbegränzten  Geraden  (Fig.  1)  einen 
Punkt  0  an,  so  ist  die  Lage  eines  jeden  anderen  Punktes  a  der 
Geraden  bestimmt,  wenn  man  erstens  weiss,  in  welchem  ihrer  bei- 
den durch  0  gebildeten  Theile  er  sich  befindet,  und  wenn  man 
zweitens  seine  Entfernung  von  0  kennt.  Um  beide  Angaben  zu  ver- 
einigen, unterscheidet  man  die  beiden  Hälften  der  Geraden,  die  eine 
als  die  positive  und  die  andere  als  die  negative,  und  setzt  dem  Werthe 
der  Entfernung  des  Punktes  a  von  0  das  Zeichen  +  oder  —  vor, 
der  Seite  entsprechend,  in  welcher  er  liegt;  diese  mit  ihrem  Zei- 
chen versehene  Entfernung  des  Punktes  a  von  0  heisst  die 
Abscisse  von  a  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  0. 

Rechnen  wir  in  Fig.  1  die  positiven  Abscissen  von  0  aus  nach 
rechts,  und  bedeuten  die  angegebenen  Theile  etwa  Gentimeter,  so 
ist  die  Abscisse  von  of  =  -f- 2^'",  von  ß=  +  6^%  von  y  =  —  5*='", 
die  Abscisse  des  Anfangspunktes  0  gleich  Null. 

§.  2.  Verlegung  des  Anfangspunktes.  Rechnet  man  die 
Abscissen  nicht  mehr  von  0,  sondern  von  a,  und  zählt  dabei  die 
positiven  Abscissen  nach  derselben  Richtung  wie  früher,  also  in  un- 
serer Figur  nach  rechts,  so  werden  die  Abscissen  aller  Punkte  ß,y,  ^  > 
um  Oa  kleiner,  wenn  a,  wie  in  Fig.  1,  rechts  von  0  liegt.  Nennt 
man  also  die  Abscissen  von  a,  ß,  y,  .  .  in  Bezug  auf  0  bezüglich 
X,  x'f  0?",  . .  so  werden  die  Abscissen  von  ß,  y,  -  -  in  Bezug  auf 
a  resp.  gleich: 

(1)        x'-Oa,     x"-Oa,  .. 
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wofür  man  auch,,  weil  Oa  =  x,  schreiben  kann: 

(2)     x'-x,     x''-x,  .. 
Liegt  aber  der  neue  Anfangspunkt  a,  wie  in  Fig.  2,  links  von  0, 
so  werden  die  Abscissen  von  ß,  y,  .  .  in  Bezug  auf  a  um  Oa  grösser 
als  in  Bezug  auf  0,  also  bezüglich  gleich: 

(3)     x'^Oa,     x'^-YOa,  .. 
Die  Abscisse  x  von  a  in  Bezug  auf  0  ist  aber  jetzt  gleich  —  Oa, 
also  Oa  =  —  X,  setzt  man  diesen  Werth  in  die  Reihe  von  (3)  ein, 
so  erhält  man  dieselben  Grössen  wie  in  (2);   wir  haben  demnach 
den  Satz: 

Sind  X,  x',  x",  ..  die  Abscissen  der  Punkte  a,  ß,  y,  . , 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  0,  so 
sind  die  Abscissen  der  Punkte  ß,  y,  .  .  in  Bezug  auf  a 
bezüglich  gleich  x'  —  x,  x^' — x,  .  .  vorausgesetzt,  dass 
von  0  und  von  a  aus  die  positiven  Abscissen  nach  der- 
selben Richtung  gezählt  werden. 

§.  3.  Folgerungen.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Diife- 
renzen  x^  ~x,  x"~x  gleiches  Zeichen  haben,  wenn  ß  und  y  auf 
derselben  Seite  von  a  liegen,  entgegengesetztes  im  anderen  Falle. 
Da  ausserdem  der  Zahlen  werth  der  Differenzen  x'  —  x  und 
x"  —  x  die  Längen  der  Strecken  ßa,  ya  ausdrückt,  so  hat  man: 

wo  das  obere  (untere)  Vorzeichen  gilt,  wenn  a  ausserhalb  (inner- 
halb) der  Strecke  ßy  liegt. 

Ist  z.  B.  a  die  Mitte  von  ßy,  so  muss  das  untere  Vorzeichen 
genommen  werden,  und  weil  ßa  =  ya  ist,  so  hat  man: 
x'  —  x    


X"  —  x 
woraus :  x'  —  x  =  —  x"  -{-  x, 

oder:  (2)     x=  ^'  +  ^''  ■ 

§.  4.  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  einer  Ebene. 
Um  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  einer  Ebene  zu  bestimmen, 
zieht  man  durch  einen  festen  Punkt  0  derselben  zwei  unbegränzte 
Gerade  l'Ol,  m'Om  (Fig.  3),  welche  die  Ebene  in  vier  unendliche 
Theile  zerlegen;  man  nennt  die  eine  der  Geraden,  z.  ß.  l'Ol,  die 
Abscissenaxe,  die  andere  m'O/«  die  Ordinatenaxe,  und  unter- 


Bestimmung  d.  Lage  v.  Punkten  in  ein.  Ebene.  Prineip.  d.  anal.  Geometrie.     3 

scheidet  in  jeder  eine  positive  und  negative  Hälfte;  in  unserer  Figur 
sollen  Ol  und  Om  die  positiven  Halbaxen  bedeuten.  Zieht  man 
nun  von  irgend  einem  Punkte  a  der  Ebene  parallel  mit  den  Axen 
die  Linien  aa  und  aa',  so  wird  die  Lage  von  a  durch  die  Grösse 
und  das  Vorzeichen  der  Axenabschnitte  Oa  und  Oa'  vollständig 
bestimmt.  Die  mit  ihrem  Vorzeichen  versehenen  Axenab- 
schnitte Oa  und  Oa'  heissen,  der  erste  0«  die  Abscisse,  der 
zweite  Oa'  die  Ordinate  des  Punktes  a,  beide  zusammen  die 
Coordinaten  von  a.  Der  Punkt  0,  dessen  Coordinaten  —  0  sind, 
heisst  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten. 

Da  die  Abscissen  verschiedener  Punkte  häufig  durch  x,  x\  x^\  . ., 
die  zugehörigen  Ordinalen  durch  y,  \f,  y^',  . .  bezeichnet  werden,  so 
sagt  man  statt  „Abscisse  und  Ordinate"  auch  „das  x  und  y 
eines  Punktes,"  und  spricht  demgemäss  auch  von  einer  ic-  und 
?/-Axe. 

In  den  vier  durch  Zahlen  bezeichneten  Theilen  von  Fig.  3  sind 
für  einen  Punkt  a  \n  \  x  und  y  positiv,  für  einen  Punkt  6  in  2 
y  positiv,  x  negativ,  für  einen  Punkt  c  in  3  sind  x  und  y  nega- 
tiv, für  einen  Punkt  d  in  4  ist  x  positiv^,  y  negativ. 

Es  mag  erinnert  werden,  dass  zur  Bestimmung  der  Coordina- 
ten eines  Punktes,  z.  B.  von  c,  nur  eine  der  Parallelen  cy  und  c/ 
gezogen  zu  werden  braucht,  weil  Oy  =  cy',  Oy'  —  cy  ist;  man 
kann  deshalb  auch  die  mit  den  richtigen  Zeichen  versehenen  Werthe 
von  cy'  und  cy  als  Abscisse  und  Ordinate  ansehen.  Man  sieht  hier- 
nach, dass  alle  Punkte  einer  Geraden,  die  der  Abscissenaxe  parallel 
ist,  dieselbe  Ordinate  haben;  für  die  Punkte  der  Abscissenaxe  selbst 
ist  die  Ordinate  =  0.  Ebenso  haben  die  Punkte  einer  Parallelen 
zur  Ordinatenaxe  gleiche  Abscisse,  für  die  Punkte  der  Ordinatenaxe 
selbst  ist  die  Abscisse  =  0.  So  haben  namentlich  die  Fusspunkte 
der  Parallelen  cc,  ß,  y,  d  die  Ordinate  =  0,  und  dieselben  Abscis- 
sen wie  resp.  a,  h,  c,  d;  dagegen  die  Fusspunkte  a',  ß',  y',  J'  die 
Abscisse  =  0,  und  dieselben  Ordinaten  wie  resp.  a,  h,  c,  d. 

Ist  der  Winkel  zwischen  den  Axen  ein  rechter,  so  nennt  man 
die  Coordinaten  rechtwinklige,  sonst  schiefwinklige,  beide 
mit  gemeinschafthchem  Namen  Parallel-Coordinaten. 

§.5.  Projectionen.  Zieht  man  von  einer  Anzahl  von  Punk- 
ten a,  b,  c,  d  (Fig.  3)  in  beliebiger  Richtung  Parallelen,  welche  eine 
gegebene  Gerade  //'  in  a,  ß,  y,  8  treffen,  so  nennt  man  diese  letz- 
teren Punkte  die  Projectionen  der  ersteren,  und  zwar  die  recht- 

\* 
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winkligen  oder  schiefwinkligen,  je  nachdem  die  Parallelen  auf  IV 
senkrecht  stehen  oder  nicht;  die  Parallelen  selbst  heissen  die  Pro- 
jectionsstrahlen. 

Die  in  §.  4  erläuterte  Methode,  um  die  Lage  von  Punkten  a, 
b,  c,  dj  .  .  zu  bestimmen,  besieht  demnach  darin,  dass  man  diese 
Punkte  auf  zwei  sich  schneidende  Gerade  //'  und  mm'  projicirt,  die 
Projectionsstrahlen  bezüglich  mm'  und  //'  parallel  annimmt  und 
die  Lage  der  Projectionen  nach  §.  1  angiebt;  oder  auch,  dass  man 
die  Punkte  a,  h,  c,  d,  .  .  nur  auf  eine  Gerade  projicirt,  und  ausser 
der  Lage  der  Projectionen  a,  ß,  /,  d.  .  .  die  Länge  der  Projections- 
strahlen aa,  hß,  cy,  dd,  . .  angiebt,  mit  dem  +  Zeichen  versehen  für 
Punkte  auf  der  einen  Seite  von  //'  (in  Fig.  3  der  oberen),  mit 
dem   ~  Zeichen  auf  der  anderen. 

Es  lassen  sich  noch  unzählig  viele  andere  Methoden  angeben, 
um  die  Lage  von  Punkten  in  einer  Ebene  zu  bestimmen ;  eine  der- 
selben wird  weiter  unten  (§.  7,  Zus.)  angeführt  werden. 

§.  6.  Verlegung  des  Anfangspunktes;  Folgerungen. 
Die  Resultate  aus  §.  2  und  §.  3  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Punkte 
übertragen,  die  in  einer  Ebene  beliebig  liegen. 

Es  seien  x,  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  a  (Fig.  4),  x*,  y' 
die  von  b.  Denkt  man  sich  durch  a  ein  neues  Coordinatensystem 
gelegt,  dessen  positive  Halbaxen  aX,  aY  denen  des  ersten  Syste- 
mes  parallel  und  gleich  (d.  h.  nach  derselben  Seite  hin)  gerichtet 
sind,  so  sind  die  neuen  Coordinaten  von  b  gleich  x'  —  x  und 
y'-y. 

In  der  That,  lässt  man  zuerst  die  Abscissenaxe  ungeändert 
und  ■verschiebt  die  Ordinatenaxe  sich  selbst  parallel,  bis  sie  durch 
a  geht,  so  ändert  sich  die  Ordinate  von  b  nicht,  und  die  Abscisse 
von  b  (oder  von  ß)  wird  =  x'  —  x  (§.  2);  verschiebt  man  nun  auch 
die  Abscissenaxe  sich  selbst  parallel,  bis  sie  durch  a  geht,  so  erhält 
man  in  ähnhcher  Weise  die  neue  Ordinate  =y'  —  y. 

Zieht  man  ferner  von  den  Punkten  a,  b,  c  einer  Geraden,  de- 
ren Coordinaten  x,  y;  x',  y' ;  x",  y"  sein  mögen  (Fig.  5),  die  Or- 
dinalen aa,  bß,  cy,  so  haben  a,  ß,  y  dieselben  Abscissen  x,  x\  x", 
und  dieselbe  Reihenfolge  wie  a,  b,  c,  d.  h.  a  liegt  ausserhalb  (in- 
nerhalb) öc,  wenn  a  ausserhalb  (innerhalb)  ßy  liegt;  nach  einem 
bekannten  geometrischen  Satze  ist  ausserdem: 

ba  __  ßa 
ca         ya 


Bestimmung  d.  Lage  v.  Punkten  In  ein.  Ebene.    Princip.  d.  anal.  Geometrie.     5 

Für  die  Punkte  a,  ß,  y  iiatteii  wir  in  §.  3  ^.r^  ==  +  — ,  also 
können  wir  auch  schreiben: 

(1)    4=:^  =  +  :^, 

x^'—  X        —  ca 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  Je  nachdem  a  ausserhalb 
oder  innerhalb  der  Strecke  bc  liegt.  Ebenso  findet  man,  wenn 
a,  b,  c  durch  Parallelen  zur  Abscissenaxe  auf  die  Ordinatenaxe 
projicirt  werden: 

m       y'~y    -  -4-  ^ 

^  ^     y"-y   ~~  ca' 
wir  haben  also  den  Satz: 

Liegen  die  Punkte  {x,  y),  {x\  y%  {x",  y")  *)  in  einer  Ge- 
raden, so  findet  die  Gleichung  statt  (vergl.  §.  18): 


x"—x  y"—y 
Umgekehrt,  findet  die  Gleichung  (3)  statt,  so  liegen  die 
3  Punkte  in  einer  Geraden.  Denn  wenn  eine  durch  {x",  y") 
oder  c  (Fig.  5)  mit  der  Ordinatenaxe  parallele  Linie  cy  die  durch 
a  und  b  gezogene  Gerade  in  einem  Punkte  c'  trifft,  dessen  Abscisse 
also  x"  ist,  die  Ordinate  dagegen  ==  y"',  so  muss,  weil  a,  b,  &  in 
einer  Geraden  hegen,  die  Gleichung  stattfinden: 

X* — ^        y'~y 


x'^—  X       y'"—  y 


aus   welcher   durch  Verglcichung  mit  (3)    folgt   y"  —  y  =  y'"  —  y 

oder  y"  =  y'",   d.  h.  c  und  c'   haben  dieselben   Coordinaten   oder 

fallen  zusammew.     Schafft  man  in  (3)  die  Nenner  fort,  so  verwan- 
delt sich  die  Gleichung  in: 

(4)     x'y"-  x"iy-{-x"y-xy"  +  xi/-x'y  =  0. 

Ist  a  oder  (x,  y)  die  Mitte  von  bc,  so  werden  die  rechten 
Seiten  von  (1)  und  (2)  gleich  —1   (vgl.  §.  3),  woraus: 

,.,  x'  +  x"  yfJry" 

(o)     x=       ^       ,      y  =  -^  ^-^     ■ 


*)    Der  Punkt,    dessen  Abscisse  :=x,   dessen  Ordinate  ~y  ist,    wird 
der  Punkt  (x,  y)  genannt. 
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Die  nachfolgenden  Aufgaben  mögen  der  Einfachheit  halber  zu- 
erst für  rechtwinklige  Axen  gelöst  werden. 

§.  7.  Aufgabe.  Aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  (x,  y)  seine  Entfernung  r  vom  Anfangs- 
punkte und  den  Winkel  v  zu  bestimmen,  den  die  Ab- 
scissenaxe  mit  /•  bildet. 

Auflösung.  Um  Zweideutigkeiten  zu  vermeiden,  verstehen 
wir  unter  V)  denjenigen  Winkel,  den  die  positive  a;-Axe  beschreiben 
muss,  um  von  ihrer  ursprünglichen  Lage  ausgehend  und  nach  der 
-}-?/-Axe  zu  sich  drehend,  in  die  Lage  von  r  zu  gelangen.  Dem- 
nach ist  (Fig.  6)  für  den  Punkt  a  des  ersten  Quadranten  V)  gleich 
dem  Winkel  aOa,  für  a'  gleich  180°— a'Oa',  für  a"  gleich 
180"+ a"Oa",  für  a'"  gleich  360"--a"'O«'". 

Für  den  Punkt  a  ist  nunmehr  x  =  Oa,  y  =  aa,  r  =  Oa, 
t)  =  aOa,  also: 

(1)     o;  — rcost),     y  =  r^mv,    x'^^y'*  =  r'*, 
von  w^elclien  drei  Gleichungen  die  letzte,  weil  cosü'''  +  sint?'  =  1, 
eine  Folge  der  beiden  übrigen  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  umgekehrt: 

(2)     r  —  -\-  ]'x'^-\-y'^,     cosü  =  — ,      sin«?  =  -^• 

Diese  Formeln  gelten  allgemein,  denn  man  hat: 
für  a!  im  2ten  Quadranten: 

x=  —  0«',     y  =  a'cc',     r  =  Oa',     »  =  180"—  a'Oa', 

Oa'         X 


also:  costJ  =  —  cos  a'Oa' 


,1         ^  ' 


sm»  =  sin  a'Oa  =  —        • 


Oa'         r 
a'a'  __    y 


für  a"  im  3ten  Quadranten: 
x=  —  Oa',     y=—  a"a",     r  =  Oa",     v  =  180"+  a"0"a", 

Oa"         X 


also:  cos  «7  =  —  cos  a"Oa"  =  — 


Oa"         r 


.ff^tt 


smt?  =  —sma"Oa"  = — — -  =  -^-; 

Oa"         r 

für  a"'  im  4ten  Quadranten: 

X  ^  Oa"',  y  =  -  a"'a'",   r  =  Oa'",    x>  =  360"-  a'"Oa'", 
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Oa'"  X 


also:  cost?  =  cos  a"'Oa"'  = 


Oa"'  r 


Sin  15  =  —  sma"'C>a"'  =^ ^  ...    =  ^^• 

Oa'"  r 

Zusatz.  Die  Grössen  r  und  r,  welche  ebenfalls  die  Lage 
eines  Punktes  a  gegen  das  Axensystem  bestimmen,  heissen  die  Po- 
larcoordinaten  von  «;,  und  r  der  Radius  Vector;  r  ist  immer 
positiv,  den  Winkel  v  kann  man,  wenn  er  in  umgekehrter  Pach- 
tung, als  eben  festgesetzt  ist,  gezählt  wird,  auch  negativ  annehmen; 
so  ist  z.  B.  das  r>  des  Punktes  a'"  =  300°  oder  =  —60°;  weil 
ferner  der  Radius  Vector  nach  jeder  Umdrehung  von  360°  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurückkehrt,  so  kann  man  dem  Winkel  t?  be- 
liebige Vielfache  von  360°  hinzufügen.  —  Die  Formeln  (1)  geben 
die  rechtwinkligen  CoordinateneinesPunktes  durch  seine 
Polarcoordinaten,  die  Formeln  (2)  lösen  die  umgekehrte 
Aufgabe. 

§.  8.  Aufgabe.  Aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
zweier  Punkte  a,  b  die  Entfernung  ab  und  die  Neigung 
dieser  Geraden  gegen  die  Abscissenaxe  zu  bestimmen. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  a  und  b  seien  bezüglich  x,  y 
und  x\  y'.  Man  denke  sich  (Fig.  7)  durch  a  ein  neues  recht- 
winkliges Coordinatensystem,  dessen  positive  Halbaxen  aX,  aY  mit 
denen  des  alten  Systems  Ox  und  Oy  parallel  und  gleich  gerichtet 
sind.  Setzt  man  die  Coordinaten  von  b  in  Bezug  auf  dieses  neue 
System  =  X  und  F,  die  Entfernung  ab  =  R,  und  den  Winkel 
zwischen  aX  und  ab,  der  eben  so  gezählt  wird,  wie  in  §.  7  der 
Winkel  v,  gleich  w,  so  hat  man  nach  §.  7: 

Ä  — -j- |/X'+ y,     cosMJ  =  -^,     sinw?  — -— -; 

nach  §.  6  sind: 

X^x'-x,      Y=y'-.y, 
also : 

(1)    ß  =  +^/(x'-xr+(y'-yj\  cosw  =  ^^,  sinw  =  -^. 

Erklärung.  Wenn  eine  Gerade  ab  um  einen  ihrer  Endpunkte 
a  sich  in  derselben  Richtung  dreht,  in  welcher  die  positive  ^r-Axe 
um  den  Anfangspunkt  0  sich  drehen  muss,  damit  sie  den  ersten 
Quadranten  überstreichend  nach  der  positiven  y-Axe  gelangt,  so  soll 
die  Drehung  von  ab  um  a  die  positive  heissen,  im  entgegenge- 
setzten Falle  die  negative. 
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§.  9.  Aufgabe.  Aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
der  Ecken  eines  Dreiecks  den  Inhalt  desselben  zu  be- 
stimmen. 

I.  Fall.  Die  eine  Ecke  des  Dreiecks  sei  der  Anfangspunkt 
0  (Fig.  8) ;  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  b  —  x',  y',  von 
c  =  x",  y";  die  Polarcoordinaten  beider  Punkte  bezüglich  r',  v>' 
und  r",  v",  so  dass  nach  §.  7: 

x'  y'  x"  w'' 

(1)     cosv)'  =  —T-,     sin«j'=:-V7     cost^"=— -,     sini?"  = -^• 
^  -'  r  r  r  r 

Muss  Ob  im  positiven  Sinne  sich  um  0  drehen,  wenn  es  die 
Fläche  des  Dreiecks  Obc  beschreibt  (wie  in  Fig.  8,  während  in 
Fig.  (8*)  das  Gegentheil  stattfindet),  so  ist  der  Dreieckswinkel 
cOb  =  i)''—v';  wäre  etwa  v"  kleiner  als  v',  was  möglich  ist,  wenn 
6  im  4ten  und  c  im  Istcn  Quadranten  liegt,  so  kann  man  zu  v" 
noch  360°  addiren.     Der  Inhalt  J  des  Dreiecks  ist  also: 

J  =  lOb'Ocsm{D" — v')  =  -|  r'r"  (cos  ?j' sin  I)"—  cos«?"sinü'), 
oder  durch  Substitution  der  Werthe  (1): 

(2)    J  =  i(xY--xy). 

Muss  aber  Ob  im  negativen  Sinne  sich  drehen,  um  das  Dreieck  zu 

überstreichen  (wie  in  Fig.  (8*)),  so  hat  man  J  ~  -^r'r"  sin  (ü'—ü"), 

also  ist  in  (2)  x',  y'  mit  x'*,  y"  zu  vertauschen  und  man  erhält: 

(3)     J  =  i  (xy-  xY)  =  -  \  (xY-  xY). 

II.  Fall.  Die  Formeln  (2)  und  (3)  führen  auch  zur  Be- 
rechnung des  allgemeinen  Falles,  wenn  die  erste  Dreiecksecke  a 
(Fig.  9)  ein  beliebiger  Punkt  (x,  y)  ist,  und  nicht  der  Anfangspunkt. 
Die  Punkte  b  und  c  würden,  wenn  man  a  zum  Anfangspunkte  eines 
parallel  und  gleich  gerichteten  Systcmes  wählte,  die  Coordinaten 
x'—x,  y'—y  und  x"—x,  y"—y  haben  (vgl.  §.  6).  Man  erhält 
also  den  Inhalt  von  abc,  indem  man  diese  Werthe  statt  x',  y'  u.  s.  w. 
in  (2)  und  (3)  substituirt;  oder: 

der  Inhalt  J  des  Dreiecks  abc  ist: 

(4)     J==±A-  \x'-  x)  (Y~  y)  -  ix"-x)  iy'-  y)}, 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  ab 
im   positiven  oder  negativen  Sinne  um  a  sich  drehen 
muss,  um  das  Dreieck  abc  zu  beschreiben. 

Zusatz.  Die  Formel  (4)  gestattet  mehrere  Umformungen  durch 
Auflösung  der  Klammergrössen ;  man  bekommt: 
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(5)     ^  =  -izi  [xy'—  x'y  +  x'y'*—  x"y'-\-x"y  —  xy"], 

=  ±i{o^iy'-y")-yi^'-^")+^Y-^yi 
=  ±U^(y'-'y")  +  ^'(y"-y)  +  ^"(y-y% 

=  ±-^\y(x"-x')  +  y'{x-x")  +  y"{x'-x)l 

§.10.  Aufgabe.  Aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
der  Ecken  eines  Vielecks  den  Inhalt  desselben  zu  be- 
stimmen. 

Es  seien  {x^^  i/j),  (x^,  i/J,  . . .  (Xn,  y,),  die  n  Ecken  des  Viel- 
ecks a,  a^..an  (Fig.  10);  man  nehme  im  Innern  des  Vielecks  einen 
Punkt  a  mit  den  Coordinaten  x,  y,  so  sind  die  Inhalte  der  Dreiecke 
aa^a^,  aa^a.^^  . .  .  aa„_ia„,  aa«a,  bezüglich  gleich  (vgl.  §.  9,  zweite 
Formel  in  (5)): 

±\[x{y,  —  yi)  —  y{x^-x.,)^x^y,~x,y,], 

±i  1^  (2/2  -  2/3)  -  2/ K  -  ^3)  +  ^22/3  -  ^3«/2  K 
±^\x{yn-l—yn)  —  y{Xn-i—  Xn)  +  Xn-\yn—  Xnyn-l], 

±\{x(:yn-  y,)  —  y{xn— X,)  -\-  Xny,  —  x,yn], 

WO  durchweg  die  oberen  (unteren)  Vorzeichen  gelten,  wenn  die 
Aufeinanderfolge  der  Ecken  a^,  a.^,  ...  a„  dem  positiven  (negativen) 
Drehungssinne  entspricht,  d.  h.  wenn  die  Drehungsrichtung  von  cta, 
nach  «2,  «3,  ...  ün  und  zurück  bis  a^  die  positive  (negative)  ist. 
Addirt  man  diese  Ausdrücke,  so  fallen  sämmthche  Glieder,  die  mit 
X  und  y  multiphcirt  sind,  fort,  und  man  erhält: 

(1)     Inhalt  des  Vielecks: 

=  ±1^2/2-^22/1  +  ^22/3  — ^32/2+'- 

— (-  x,^_iyn—  x„yn-i  4-  ^«2/1  —  ^1 2/«!- 
Dieser  Ausdruck  lässt  sich  in  die  beiden  folgenden  umformen: 
±i-l^i  (y 2—  yn)  +  x^iy,-  y,)  +  '" 

/2)  •  •  •  +  •^'^-1  iyn—yn-o)  +  Xn  {y,  —  //«_,)!, 

=  ±i  I2/1  (^«~  ^2)  +  2/2  (^.  —  ^3)  +  •  ■  • 

"^+yn-l(Xn-2—Xn)-\-yn{Xn-i—X^)\. 

Die  Wahl  des  Vorzeichens  ist  oben  näher  bestimmt  worden. 

An  merk.  Der  für  die  Formeln  (1)  und  (2)  gegebene  Beweis 
setzt  voraus,  dass  man  von  einem  Punkte  a  innerhalb  des  Vielecks 
nach  sämmtlichen  Ecken  «j,  a^,  ...  a„  Gerade  ziehen  kann,  welche 
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die  Seiten  des  Vielecks  nicht  schneiden.  Die  Richtigkeit  der  For- 
meln hängt  jedoch  von  dieser  Bedingung  nicht  ab,  sie  gelten  viel- 
mehr selbst  für  so  complicirte  Polygone  wie  Fig.  (10*);  den  Nach- 
weis dieser  Behauptung,  die  für  das  Folgende  ohne  Interesse  ist, 
übergehen  wir. 

§.11.  Der  Uebung  halber  mögen  die  in  §§.  7,  8,  9,  10  be- 
handelten Probleme  auch  für  schiefwinklige  Coordinaten  kurz 
erörtert  werden,  obgleich  wir  weiter  unten  (Kap.  7)  noch  einmal 
auf  dieselben  zurückkommen. 

Es  seien,  wie  in  §.  7,  r  und  v  die  Polarcoordinaten  von  a 
(Fig.  11),  X  und  y  die  schiefwinkligen  Coordinaten  desselben  Punk- 
tes, (p  der  Winkel  zwischen  den  positiven  Halbaxen;  dann  ist,  weil 
a  im  positiven  Quadranten  Hegt: 

Oa  =  r,  aa  =  y,  Oa  =  x,  Winkel  aOa  =  v,  Oaa  ~  q)—v, 

und  demnach: 

y    _  sint)         X   _    sin(r/)  — f?) 
r  sincjp'     .  r  sin(jp 

Hieraus  ergiebt  sich: 

x-\-ycoscp   sin  (y  —  ü)  +  sin  t)  cos  (p 

r  siny 

=  COSÜ, 

oder: 

(2)     rcost)  =  x-{-ycos(p     und:     rsinv)  —  ysincp. 

Quadrirt  man  beide  Gleichungen  und  addirt  sie  alsdann,  so  erhält  man : 

(3)     r'  =  x'+2xycos(f+y\ 

Dass  die  Formeln  (1),  (2)  und  (3)  auch  für  jede  andere  Lage  des 
Punktes  a  gelten,  wird  ebenso  bewiesen,  wie  in  §.  7.  Sind  r',  v' 
die  Polarcoordinaten  eines  zweiten  Punktes  b,  x\  y'  seine  schief- 
winkligen Coordinaten,  und  bildet  eine  Gerade,  die  durch  a  mit  der 
4-  a?-Axe  gleich  gerichtet  gezogen  ist,  mit  der  Entfernung  ab  oder 
R  im  positiven  Drehungssinne  den  Winkel  w,  so  leitet  man  ähn- 
hch,  wie  in  §.  8,  aus  den  Formeln  (1),  (2)  und  (3)  die  nachstehen- 
den ab: 


(1) 


y'—y  __  sintc       x'—x sm((p  —  w) 

R      ~  sin  fjp  '  R      ~~        sin  cp 
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(5)     Rsinw  =  (y'— y) sin rp,    Rcosto  =  (x' — x)-\-(y'—y)cos(f, 
(6)     R'  =  {X'-  xr+2ix'-x)(y'-y),oscp  +  (y'-y)\ 

Unter  den  in  §.  9  angegebenen  Bedingungen  ist,  wenn  die  Bezeich- 
nungen des  §.  9  beibehalten  werden,  der  doppelte  Inhalt  2J  des 
Dreiecks  Obc  =  rV'sin  (v"—  v') : 

=  r"  sin  v>"  •  r'  cos  v' —  r"  cos  v"  •  r'  sin  v', 
nun  ist  aber: 

r'  cos  v'  =  x'-\-  y'  cos  q:,  r'  sin  t>*  =  y'  sin  ff, 

r"cosü"  =  x"-{-y"  cos  cp,       r"s'mv"  =  y"smq), 
also  wird: 

2J  =  (x'~{-  y'  cos  cp)  y"  sin  cp  —  (x"  -f-  y"  cos  cp)  y'  sin  g), 
oder :  J  =  ^  (x'y" — y"x')  sin  q). 

Aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  (§.  9,  2)  ergiebt  sich, 
dass  die  Fornneln  für  den  Inhalt  eines  Polygons  durch 
die  schiefwinkligen  Goordinaten  seiner  Ecken  von  den 
in  §.  10  gegebenen  Ausdrücken  sich  nur  durch  den  neu 
hinzutretenden  Factor  sin^  unterscheiden. 

§.  12.  Graphische  Darstellung  der  reellen  Lösungen 
einer  Gleichung  zwischen  zwei  Unbekannten.  —  Ehe  wir 
die  eigenthümhchen  Methoden  der  analytischen  Geometrie  erläutern, 
müssen  wir  einige  algebraische  Betrachtungen  ins  Gedächtniss  zu- 
rückrufen. 

Ist  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Unbekannten  x  und  y  gegeben, 
so  nennt  man  solche  Werthe  von  a?  und  y  zusammengehörige, 
welche  die  vorgelegte  Gleichung  befriedigen,  und  jedes  zusammen- 
gehörige Werthepaar  eine  Lösung  der  Gleichung.  Jede  Gleichung 
zwischen  x  und  y  hat  unzählig  viele  Lösungen,  denn  man  kann 
einer  der  Unbekannten  einen  beliebigen  Werth  beilegen  und 
dann  die  Gleichung  nach  der  anderen  Unbekannten  auflösen.  Auf 
diese  Weise  sind  von  der  Gleichung: 

(a)     3a;-2^  +  5  =  0 
die  Lösungen: 

(A)     ^=-2,-1,       0,     +1,  +2,     +3,4-4,     +5, 
y  =  -h  +),  +2|,  +4,  +bi,  +7,  +8^,  +10, 


und 

von  der 

Gleichung: 

(b) 

2yK 

-x' 

die 

Lösungen 

: 

/T-»\ 

X  =  — 

3,    -2,    - 

1, 

0, 
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5  =  0 

..^  1'        2,       3,        4,       5, 

^  ^  y  =  3,50,  2,19^  1,44,  1,36,  1,44,  2,19,  3,50,  5,07,  6,80, 
berechnet  worden.  Wenn,  wie  in  den  angegebenen  Beispielen,  x 
und  y  reelle  Werthe  haben,  so  heisst  die  Lösung  eine  reelle,  im 

4 

entgegengesetzten  Falle  eine  imaginäre;  so  ist  z.  B.  x  =  ]/  —  3, 
y  ==  1  eine  imaginäre  Lösung  von  (b). 

Was  man  in  der  Algebra  die  Auflösung  zweier  Gleichungen 
mit  zwei  Unbekannten  nennt,  besteht  also  nach  dem  Vorherge- 
henden darin,  unter  den  unzähhg  vielen  Lösungen  beider  Gleichungen 
die  ihnen  gemeinschaftlichen  zu  finden.  Sind  drei  Gleichun- 
gen von  der  Art,  dass  eine  jede  als  Folgerung  aus  den  beiden  an- 
deren angesehen  werden  kann,  z.B.  W  =:  0,  W^  =  0,  W-}-  W^  =  0, 
so  genügt  jede  gemeinschafthche  Lösung  von  zweien  derselben  auch 
der  dritten. 

Hat  man  nun  ein  behebiges  recht-  oder  schiefwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  so  wie  eine  willkührhche  Längeneinheit  angenommen, 
so  kann  man  jedes  reelle  Werthepaar  von  x  und  y  durch  einen 
Punkt  darstellen,  dessen  Abscisse  und  Ordinate  bezüghch  den  Wer- 
then  von  x  und  y  gleich  sind.  So  repräsentirt  nach  der  auf  der 
Abscissenaxe  aufgetragenen  Eintheilung  in  Fig.  12  der  Punkt  a  das 
Werthepaar  x  =  3,  y  =  '^,  in  Fig.  13  der  Punkt  b  das  Werthe- 
paar a;==  —  3,  ?/  =  4-3,50,  der  Punkt  b'  das  Werthepaar 
a?  =  -)- 3,  y=  -|- 3,50.  Nach  diesem  Principe  sind  in  Fig.  12  die 
Lösungen  (A)  der  Gleichung  (a),  in  Fig.  13  die  Lösungen  (B)  von 
(b)  dargestellt  worden.  Denkt  man  sich  aber  nicht  nur  für  die 
ganzzahligen  Werthe  von  x,  sondern  für  alle  Werthe  von  x, 
zu  denen  reelle  Werthe  von  y  gehören,  y  berechnet  und  diese 
Lösungen  auf  die  angegebene  Weise  construirt,  so  erhält  man  nicht 
mehr  eine  Anzahl  getrennter  Punkte,  sondern  eine  stetige 
Reihenfolge  derselben;  diese  büden  für  Gleichung  (a),  wie 
sich  aus  Fig.  12  schon  vermuthen  lässt  und  später  bewiesen  werden 
soll,  eine  gerade  Linie,  für  Gleichung  (b)  eine  comphcirtere  Gurve, 
deren  Gestalt  durch  die  Punkte  in  Fig.  13  hinlänglich  angedeutet 
ist  und  durch  Berechnung  dazwischen  liegender  Punkte  beliebig 
genau  gemacht  werden  kann. 
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Auf  dieselbe  Weise  entspricht  im  Allgemeinen  jeder  Gleichung 
zwischen  x  und  y  eine  Curve,  deren  Punkte  die  Gesammtheit  aller 
reellen  Lösungen  der  Gleichung  darstellen  *). 

§.  13.  Darstellung  der  Curven  durch  Gleichungen. 
Umgekehrt,  sind  in  einer  Ebene  zwei  Coordinatenaxen  und  eine  Gurve 
gegeben,  deren  sämmtliche  Punkte  demselben  mathematischen  Ge- 
setze unterworfen  sind,  so  wird  man  eine  Gleichung  zwischen  x 
und  y  aufstellen  können,  der  die  Coordinaten  sämmtlicher  Punkte 
der  Curve  genügen;  denn  da  zu  einer  Abscisse  Oß  (Fig.  14)  ein 
oder  mehrere  bestimmte  Curvenpunkte  6,  b'  gehören,  so  muss  das 
Gesetz  der  Curve  es  gestatten,  aus  der  Abscisse  x  die  Ordinalen 
dieser  Punkte  zu  berechnen;  d.  h.  es  muss  zwischen  den  zusam- 
mengehörigen Coordinaten  aller  Punkte  eine  Gleichung  stattfinden; 
diese  nennt  man  die  Gleichung  der  Curve. 

Zwei  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern,  wobei  der  Ein- 
fachheit halber  rechtwinkhge  Coordinaten  gebraucht  werden  sollen. 

Zuerst  werde  die  Gleichung  der  unbegränzten  Geraden 
aufgestellt,  welche  den  Winkel  zwischen  den  positiven 
Ilalbaxen  halbirt  (Fig.  15).  Für  den  Punkt  /  im  ersten  Qua- 
dranten ist  Om  =^  X,  Im  =  y,  und  da  das  Dreieck  Olm  gleichschenklig 
ist,  also  Om  =  Im,  ist  x  =  y.  Für  den  Punkt  /'  im  dritten  Quadranten 
ist  a;  =  —  Om'y  2/  ~  ~  ^'^^'^  ^"^^  ^^^^^  ^'^'  —  ^'^^'>  ^^ch  hier  x  =  y; 
also  ist  für  alle  Punkte  der  Geraden  x^=y;  und  umgekehrt  er- 
giebt  sich,  dass  nur  Punkte  jener  Geraden  der  Gleichung  x  =  y 
genügen. 

Wir  Avollen  zweitens  die  Gleichung  des  Kreises  aufstellen, 
der  mit  dem  Radius  a  um  den  Anfangspunkt  0  der  Coordi- 
naten beschrieben  ist.  Fällen  wir  von  einem  Punkte/?  des  Kreises 
(Fig.  15)  das  Loth  pq,  so  ist  für  ihn  x  =  Oq,  y  =  pq  und  ausser- 
dem Op=aj  also  wegen  des  rechtwinkhgen  Dreiecks  Opq,  x^-\-y''=a'^. 


*)  Einzelne  Fälle  bilden  jedoch  Ausnahmen:  es  sind  diejenigen,  welche 
gar  keine  oder  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  reellen  Lösungen  zulassen. 
Zu  der  ersten  Art  gehört  die  Gleichung  aj^-f^^+l  =0;  welches  Vorzeichen 
auch  X  und  y  haben  mögen,  x"^  und  y^  sind  stets  positiv  und  die  Summe 
der  drei  positiven  Grössen  x"^,  y^,  1  kann  nicht  Null  werden ;  ebensowenig 
wird  die  Gleichung  durch  die  Werthe  x  =  0,  y  =  0  erfüllt.  Aus  ähnlichem 
Grunde  hat  die  Gleichung  x^-\-y^=:0  nur  eine  reelle  Lösung  tc  =  0, 
2/  =  0,  und  stellt  demnach  geometrisch  nur  einen  Punkt  dar,  den  Anfangs- 
punkt der  Coordluaten. 
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Diese  Gleichung  gilt  nicht  nur  für  die  im  ersten  Quadranten  des 
Kreisumfanges  gelegenen  Punkte,  sondern  für  alle  Punkte  der  Pe- 
ripherie (§.  7,  2),  und  umgekehrt  gilt  sie  ausschliesslich  für 
die  Punkte  des  mit  a  um  den  Punkt  0  beschriebenen  Kreises. 

Dies  vorausgeschickt,  wird  folgende  Erklärung  dem  Leser  ver- 
ständhch  sein. 

Die  analytische  Geometrie  ist  eine  Anwendung  der 
Algebra  auf  die  Geometrie;  ihre  eigenthümliche  Meth  ode 
besteht  darin,  Gerade  oder  Curven  der  Form  und  Lage 
nach  als  den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  zu  definiren, 
deren  Goordinaten  einer  gegebenen  Gleichung  genüge  n, 
und  aus  den  Eigenschaften  dieser  Gleichung  die  Eigen- 
schaften jener  Geraden  oder  Gurven  abzuleiten. 

§.  14.  Durchschnittspunkte  zweier  Gurven.  Sind  zwei 
Gurven  auf  dasselbe  Axensystem  bezogen,  wie  in  Fig.  15  die  Gerade  W 
und  der  Kreis,  so  werden  die  Goordinaten  ihrer  gemeinschaftlichen 
Punkte,  d.  h.  ihrer  Durchschnittspunkte,  die  gemeinschaftlichen  reellen 
Lösungen  ihrer  Gleichungen  sein.  So  genügen  in  Fig.  15  die  Goor- 
dinaten von  s  und  s'  sowohl  der  Gleichung  y—x  =  0,  weil  dies  alle 
Punkte  von //'thun,  als  auch  derGleichung  des  Kreises  x'-{-y^ — a'=0. 
Sucht  man  die  gemeinschaftlichen  Lösungen  beider  Gleichungen,  d.  h. 
löst  man  sie  nach  x  und  y  auf,  so  erhält  man  die  beiden  Lösun- 
gen X  =  a"/^,  y  —  a]/{,  und  x  =  ~ay'^^  y  =  —  «Vi,  von 
denen  die  erste  die  Goordinaten  von  s,  die  andere  die  von  s'  liefert. 

Haben  die  Gleichungen  von  drei  und  mehr  Gurven  n  Lösun- 
gen, die  ihnen  sämmtlich  gemeinschaftlich  sind,  so  gehen  die 
Gurven  sämmthch  durch  n  bestimmte  Punkte.  Sind  namentlich  die 
Gleichungen  dreier  Gurven  TF  =  0 ,  }f\  =  0,  W,^  =  0  der  Art, 
dass  eine  jede  als  Folgerung  aus  den  beiden  anderen  angesehen 
werden  kann,  so  geht  durch  die  Durchschnitte  je  zweier  dieser  Gur- 
ven auch  die  dritte. 

§.  15.  Homogeneität  der  Gleichungen.  Die  Gleichun- 
gen, auf  welche  man  in  allen  geometrischen  Untersuchungen  konunt, 
setzen  vojraus,  dass  sämmtliche  Längen  durch  dieselbe  Längenein- 
heit, sämmtliche  Flächen  durch  die  entsprechende  Flächeneinheit 
ausgedrückt  sind.  So  lange  diese  Einheit  noch  nicht  bestimmt  ist, 
oder  was  dasselbe  sagen  will,  so  lange  nicht  einer  der  Linien  der 
Figur  ein  bestimmter  Zahlenwerth  beigele^Mst,  müssen  diese  Glei- 
chungen unabhängig  von  der  willkührlichen  Einheit  stattfinden.    Be- 
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zeichnen  wir  nun  mit  a,  b,  c,  . .  die  Zahlenwerthe  von  Linien  auf 
irgend  eine  willkührliche  Einheit  bemgea^^  so  werden  die  Zahlen- 
werthe dieser  Linien,  durch  eine  halb  so  grosse  Einheit  gemessen 
2a,  2h,  2c,  ..,  durch  eine  dreimal  so  grosse  ^a,  ^b,  Ic,  ..,  über- 
haupt durch  eine  andere  Einheit  gemessen  Xa,  Ib,  Xc,  ..  sein,  wo 
X  eine  von  dem  Verhältniss  der  Einheiten  abhängige  Zahl  ist.  So 
lange  die  Gleichungen  zwischen  den  Zahlenwerthen  der  Linien  von 
der  Wahl  der  Längeneinheit  unabhängig  sind,  müssen  sie  also  rich- 
tig bleiben,  wenn  überall  la,  Ih,  Ic,  . .  für  a,  b,  c,  ..  gesetzt  wird, 
unter  X  eine  behebige  Grösse  verstanden.  Sind  z.  B.  a,  b  und  c 
die  Längen  der  Hypotenuse  und  der  beiden  Katheten  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks,  durch  eine  behebige  Einheit  gemessen,  so  hat  man 
W-\-c^  —  a^  =  0\  setzt  man  Xa,  Xb,  Xc  für  a,  b  und  c,  so  erhält 
man  X'^b'^-{-X'^c^ — Z^a^  =  0,  welche  Gleichung  durch  Division  mit 
X"^  auf  die  vorige  wieder  zurückkommt. 

Man  nennt  ein  eniz eines  Glied  (Monom),  das  von  den  Grössen 
a,  b,  c,  ..  abhängt,  in  Bezug  auf  dieselben  vom  nten  Grade,  oder 
von  der  7itcn  Dimension  (Ordnung),  wenn  es  durch  die  erwähnte 
Substitution  von  Xa,  Xb,  Xc,  . .  an  die  Stelle  von  a,  b,  c,  ..  den 
Factor  X"  erlangt.     So  sind  die  Monome: 


3,  a'^b         ^1  c 

von  den  Dimensionen: 

4,       1,       -1,       - 


ja 


_1_ 

6  '' 

ist  eins  dieser  Monome  eine  absolute  Zahl,  die  keine  der  Linien- 
grössen  a,  b,  c  enthält,  so  sagt  man,  es  habe  die  Dimension  Null. 
Sind  sämmtliche  Gheder  Ä,  B,  C,  ..  einer  Gleichung: 

von  derselben  Ordnung,  etwa  der  wten,  oder  ist  die  Gleichung,  wie  man 
sich  ausdrückt,  homogen,  so  werden  durch  die  obige  Substitution 
sämmtliche  Monome  mit  X""  multiplicirt,  und  da  die  rechte  Seite  =  0 
ist,  so  kommt  man  durch  Division  mit  /"  auf  die  ursprüngliche 
Gleichung  wieder  zurück.     Umgekehrt: 

Findet  für  eine  beliebige  Längeneinheit  zwischen  den 
Linien  a,  b,  c,  ,.  eine  Gleichung  von  der  Form : 

(1)   ^-i-5+c+D  +  ...+ir^.o 

statt,  so  müssen  die  Monome  A,  B,  C,  D,  ..  H  sämmtlich  von  der- 
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selben  Dimension,  oder  die  Gleichung  muss  homogen  sein,  voraus- 
gesetzt, dass  nicht  zwischen  einigen  dei'  Monome  noch  eine  andere 
Gleichung  derselben  Form  stattfindet. 

Denn  es  seien  die  ersten  Glieder  A,  B,  C  von  derselben  Di- 
mension rij  und  etwa  alle  übrigen  von  der  Dimension  n!,  so  wird 
durch  die  Substitution  von  Xa,  Xb,  Xc,  ..  statt  a_,  b^  c,  ..  die  Glei- 
chung (1)  in  die  folgende: 

■     AM  -\-  X"B  +  X"C+  X'^'D  +  •  •  •  4-  X"'H  =  0, 
oder  in: 

(2)     A-\'B+C+X'^'-'^(D-i--"-{-H)  =  0 
übergehen.     Da  die  Gleichung  (2)  ebenfalls ,   und   zwar_  für  jeden 
Werth  von  X  richtig  sein  soll,  so  findet  man,  indem  man  (1)  von 
(2)  abzieht: 

(A"'-"— l)(Z)-j \-H)  =  0, 

welche  Gleichung  für  ein  beliebiges  X  nur  richtig  sein  kann,  wenn 

D-] 1-^=  0    ist,    d.    h.    die    Gleichung    (2)    zerfällt    in    die 

beiden : 

Ai-B-^C=0,     D^ \-H  =  0; 

da  aber  nach  der  Voraussetzung  zwischen  den  Monomen  A,  B,  ...  H 
nur  die  eine  Gleichung  (1)  stattfindet,  so  ist  die  Annahme,  dass 
zwei  Gruppen  von  Ghedern  in  (1)  vorkommen,  von  denen  einige 
von  der  nien,  die  andern  von  der  w'ten  Dimension  sind,  unstatt- 
haft.._ 

Ebenso  beweist  man,  dass  in  (1)  auch  nicht  drei  oder  mehr 
Gruppen  von  Gliedern  vorkommen  können,  die  von  verschiedener 
Dimension  sind;  die  Gleichung  (1)  muss  also  homogen  sein. 

Die  eben  auseinandergesetzte  Bedingung  der  Homogeneität  giebt 
ein  Mittel  zur  Controle  der  Rechnung;  wenn  aber  die  Zahlen- 
werthe  der  Linien  sich  nicht  mehr  auf  eine  beliebige,  sondern  auf 
eine  ganz  bestimmte  Einheit  bezieheii,  so  kann  man  auf  Glei- 
chungen kommen,  welche  nicht  mehr  homogen  sind.  Sind  z.  B. 
X  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Curve  in  Fig.  13,  durch 
Oh  als  Längeneinheit  gemessen,  so  findet  zwischen  ihnen  die  nicht 
homogene  Gleichung  statt  (§.  12,  b)  2y^  —  x^—^  =  0,  deren  drei 
Glieder  2y\  aj*^  5  bezüghch  von  der  3ten,  4ten  und  Oten  Dimen- 
sion sind;  man  kann  die  Homogeneität  jedoch  wieder  herstellen. 
Nennt  man  die  Länge  von  Oh  und  die  der  Coordinaten  auf  eine  be- 
liebige Einheit  bezogen  resp.  a^  X  und  Y,  so  sind  die  vorher  mit  x 
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X      Y 

und  V  bezeichneten  Grössen  jetzt  — ,  — ;  die  Gleichung  der  Curye 
^  -:! a       a 

verwandelt  sich  also  in: 


-^--^-5  =  0,     oder:     2aF^--X*-5a*  =  0 


und  man  erhält  in  beiden  Formen  homogene  Gleichungen. 

§.  16.  Eintheilung  der  Curven.  Man  theilt  die  Curven 
in  algebraische  und  transscendente;  eine  algebraische  Curve 
ist  eine  solche,  in  deren  Gleichung  die  Goordinaten  x  und  y  nur 
den  Operationen  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Division 
und  Erhebung  zu  Potenzen  mit  rationalen  Zahlenexponenten  luiterz 
worfen^sind;  jede  andere  Gurve  heisst  eine  transscendente.  Von  den 
beiden  durch: 

dargestellten  Gurven  ist  die  erste  eine  algebraische,  die  zweite  eine 
transscendente. 

Die  algebraischen  Gurven  theilt  man  in  Ordnungen;  hat 
man  in  der  Gleichung  einer  algebraischen  Gurve  alle  Nenner  und 
Wurzelgrössen  fortgeschafft,  welche  x  und  y  enthalten,  so  sagt 
man,  die  Gleichung  und  die  durch  sie  dargestellte  Gurve  oder  Linie 
sei  von  der  wten  Ordnung  oder  vom  nian  Grade,  wenn  das 
in  Bezug  auf  x  und  y  höchste  Glied  von  der  wten  Dimension  ist. 
So  ist  die  Gurve  xy"^—  ax-\-by  =  0,  wegen  des  Gliedes  xy"^,  von 
der  dritten  Ordnung;  die  durch  die  Gleichungen  x'^-\-y'*' — a^  =  0, 
xy  —  b  =  0  dargestellten  Gurven  sind  von  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Linien  erster  Ordnung  sind  sämmthch  durch  die 
Gleichung : 

ax-\-by-{-c  =  0 

dargestellt,  wo  a,  b,  c  constante,  d.  h.  von  x  und  y  unabhängige 
Grössen  sind.  Die  Linien  zweiter  Ordnung  können  in  ihrer 
Gleichung  ausserdem  noch  in  x^,  xy  und  y^  multiplicirte  Glieder 
enthalten,  so  däss  ihre  allgemeinste  Gleichung  ist: 

(/x'+  exy  -^fy''-\.ax-\-by  +  c  =  0. 

Die  allgemeinste  Gleichung  der  Linien  dritten  Grades  ist: 

9x^+  Jix-y  +  ixy''-\-  Ja/+  dx''-\-  exy  J^  fy"" -\- ax  +  by  +  c  =  0. 

J  0 a c him s  t h  a  1  Elemente.    2 .  AuQ.  2 
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In  den  folgenden  Abschnitten  werden  wir  uns  mit  den  Linien 
der  beiden  ersten  Grade  beschäftigen. 

Anmerkung.  Eine  Curve  wird  zuweilen  durch  eine  Glei- 
chung zwischen  Polarcoordinaten  defmirt,  d.  h.  durch  eine  Glei- 
chung zwischen  dem  veränderhchen  Radius  Oa  oder  r  (Fig.  16) 
und  dem  Winkel  r^  den  r  mit  einer  festen  Geraden  Ol  bildet,  durch 
welche  Gleichung  die  LSnge  von  r  für  jeden  Werth  des  Winkels  V) 
sich  berechnen  lässt  (Vergl.  §.  56). 


Zweites  Kapitel. 

Die  Linien  erster  Ordnung. 

§.  17.  Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte, 
deren  Coordinaten  einer  Gleichung  ersten  Grades  ge- 
nügen-, ist  eine  gerade  Linie. 

Beweis.  Jede  Gleichung  ersten  Grades  (erster  Ordnung) 
zwischen  x  und  y  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 

(1)     ax  +  by  +  c  =  0, 

wo  a,  b,  c  constante  Grössen  sind,  die  positiv,  negativ  oder  auch 
zum  Theil  gleich  Null  sein  können.  Wir  betrachten  folgende  Fälle : 
~"  I.  Es  sei  a  =  0;  also  (1)  von  der  Form  by-\-c  =  0,  wor- 
aus y  =  — J-'  Da  6  und  c  Constanten  sind,  so  enthält  der  geo- 
metrische Ort  alle  Punkte  mit  gleicher  Ordinate,  d.  h.  er  ist  eine 
Parallele  zur  x-Axe ;  ist  überdies  0  =  0,  hat  man  also  by  =  0, 
oder  y  =  0,  so  stellt  er  die  x-A\e  selbst  vor  (§.  4). 

IL  Ebenso  ergiebt  sich  für  6  =  0,  dass  ax-\-c=:0  eine 
Parallele  zur  t/-Axe,  so  wie  x  =  0  die  y-k\e  selbst  darstellt. 

III.  Es  seien  a  und  b  von  Null  verschieden;  man  denke  sich 
drei  verschiedene  Lösungen  von  (1)  berechnet,  wie  es  z.  B.  in 
§.12  für  die  Gleichung  (a)  geschehen  ist ;  es  seien  dieselben  x,  y; 
x\  y'  und  aj",  ?/".  Diese  Lösungen  müssen  der  Gleichung  (1)  ge- 
nügen, also  muss  sein: 

ax  +  by  -\~  c  ^  0,     aa;'-f  %'-f  c  =  0,     ax"-\-  by"+  c  =  0. 


yn_ 

-y 

x'*- 

y- 

-X 

-y 
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Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  und  dritten  ab,  so 
erhält  man: 

a  {X'-  X)  +  b(y'-y)  =  i),     a  (x'^-x)  +  b  {y"-  y)  =  0, 
woraus  : 

a 
T 

also: 

x"—x  ' 

dies  ist  aber  (§.  6)  die  Bedingung,  damit  (x,  y),  (x',  y'),  {x",  y") 
drei  Punkte  einer  Geraden  darstellen ;  irgend  drei  Punkte  also,  wel- 
che der  Gleichung  (1)  genügen,  liegen  in  einer  Geraden,  und  da 
schon  zwei  Punkte  eine  Gerade  vollkommen  bestimmen,  so  ist  hier- 
mit der  Lehrsatz  bewiesen. 

IV.  Ist  c  =  0,  so  genügt  der  Gleichung  ax-{-by  =  0,  die 
Lösung  x=  0,  ^  =  0 ;  die  Gleichung  ax-{-by  =  0  stellt  als  eine 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  dar. 

Wenn  c  nicht  =:  0,  so  schneidet  die  Gerade  (1)  die  Axen; 
es  sei  |  die  Abscisse  des  Durchschnittes  mit  der  x-Xxe  (die  Ordi- 
nate desselben  ist  natürlich  =  0)  und  tj  die  Ordinate  des  Durch- 
schnittes mit  der  i/-Axe,  dessen  Abscisse  =  0,  so  müssen  die  Wer- 
thepaare  (^,  0),  (0,  ?/)  der  Gleichung  (1)  genügen;  es  muss  also 
sein: 

a^  +  c  =  0,     bf]  +  c  =  0, 
woraus : 

j._ £^  __        c  c       ,_        c 

Setzt  man  diese  Werthe  von  a  und  b  in  (1)  ein,  so  erhält  man: 

Die  Gleichung  (2)  enthält  nur  zwei  Constanten  |,  tj,  während 
(1)  scheinbar .  deren  drei  a,  b,  c  enthält,  allein  da  man  mit  einer 
demselben  immer  die  Gleichung  dividiren  kann,  so  gehen  nur  ihre 
Verhältnisse  in  die  Gleichung  (1)  ein.  Löst  man^.  B.  (1)  nach 
y  auf  und  schreibt: 

a        .  c 
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SO  kommt: 

(3)     y  =  lx  +  m, 

welche  häufig  gebrauchte  Gleichung  nur  zwei  Constanten  /  und  m 
enthält. 

Anm.  1.  Die  Gleichungen  ax-[-by -\-c  =  0  und  y  =  lx~{-m 
sind,  wenn  b  nicht  =0  ist,  von  gleicher  Allgemeinheit;  ist  aber 
6  =  0,  so  ist  es  unmöghch,  den  Grössen  /  und  m  solche  end- 
liche Werthe  beizulegen,  dass  die  Gleichung  y  ==lx-\-m  dasselbe 
darstelle  wie  ar  -[-  c  =  0 ;  denn  die  eine  Gleichung  enthält  die 
Grösse  y,  die  andere  enthält  sie  nicht.    Dividirt  man  aber  die  Glei- 

WZ 

chung  y  =  lx-{-m    durch  /und   setzt   dann   -—  =  k,  so   kommt 

i 

-^  =  x-{-k;  ist   nun  /  unendlich   gross ,   so   wird   -~  =^  0,  also 

kommt  x-{-k  =  0.   Wir  können  demnach  sagen:  damit  y  =  lx-]-m 

dasselbe  bedeute  wie  die  Gleichung  ax  -{-  c  =  Oy  müssen  /  und  m 

m 
unendliche  Werthe  haben,  deren  Verhältniss  -y-  gleich  dem  endlichen 

Bruche  —  sei. 
- — —      a 

Anm.  2.  Die  zwei  Constanten,  welche  die  Gleichung  einer 
Geraden  enthält,  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  die  dargestellte 
Gerade  zwei  gegebenen  Bedingungen  genügt;  die  folgenden  Aufgaben 
werden  dies  erläutern  *). 


*)  Man  kann  fragen,  in  welchem  Falle  die  beiden  Gleichungen: 

(4)     aaj -}-  %  +  c  ==  0,     a'x -\-h'y -{- c'  =  0 

eine  und  dieselbe  Gerade  vorstellen.  Wenn  dies  stattfindet,  muss  für  ein  be- 
liebiges X  aus  beiden  Gleichungen  derselbe  Werth  des  y  folgen,  d.  h,  es 
muss  für  ein  beliebiges  xx 

a  c    a'  c' 

c         c' 
sein.     Für  a;  =  0  giebt   dies   —  =  -— ;   lässt   man    diese  Glieder   fort,    so 

kann  nicht  -—xi=-rj-x  für  jeden  Werth  des  x  sein,  wenn  nicht  — -  =  -77-. 
ob  ho 

Die  Bedingungen  — -  =  — 7-,  -—==—-  lassen  sich  auch  schreiben  -—  =  -—- 
b  b        o  b  c  b 

und   — 7-=r-— ,   oder   —-  =  ——  =  —7-.     Nennt   man  den  Werth  dieser  glei- 
a  b  a  b  c 
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§.18.   Aufgabe.    Die  Gleichung  der  Geraden  zu  finden, 
die  durch  zwei  gegebene  Punkte  (x',  y')  und  {x",  y")  geht. 

Auflösung.     Es  handelt  sich  darum,,  zwei  Grössen  /  und  m 
so  zu  bestimmen,  dass  (x',  y'),  (x",  y")  Lösungen  von: 

(1)     y  ==  lx-\-m 
werden.     Zu    dem   Ende   muss   sein  y'  =^lx'-\-m,   y"  =  lx"-\-my 
woraus  durch  Subtraction  hervorgeht: 

y-2/"::=/(aj'-a:"),     oder:     l  =.  .1:^ 

,    1  ,      ,     y'—y"    ,      y"x'—y'x" 

und:  m  =  y'—lx'  —  y'—-^- — ^x'  =  -^-— ^^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (1)  ein,  so  erhält  man: 

oder:  (3)     y(x'-x")  —  x(y'~y")  +  y'x"—y"x'  =  0  *). 

Statt  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  schreiben: 

(4)  y-y'  =|ii3S-(^-^')' 

(5)  «'-r  =  |^(a; -=«"); 

die  Gleichungen  (2),  (3),  (4),  (5)  sind  nicht  von  einander  verschie- 
den, sondern  einfache  algebraische  Umformungeji,.  und  hätten  jiEr. 
mittelbar  aus  §.  6  abgeleitet  werden  können.  Man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  sie  in  der  That  befriedigt  werden,  wenn  man  x'  und  y' 
oder  x"  und  y"  statt  x  und  y  einsetzt. 

Anm.  1.     Aus  dem   Vorhergehenden   ergiebt   sich,    dass  die 


chen  Brüche  A,  so  ist: 

a  =  la',  b  =  Xh\  c  =  ).c', 
d.  h.  von  den  beiden  Gleichungen  (4)  muss  die  eine  durch  Multiplication 
mit  einem  constanten  Factor  l  aus  der  anderen  entstanden  sein,  wenn  sie 
dieselbe  Gerade  vorstellen  sollen.  Obige  Rechnungen  setzen  stillschweigend 
voraus,  dass  h  und  h'  von  Null  verschieden  sind;  ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  bedarf  der  Beweis  einer  geringen  Modification. 

*)  Die  Gleichung  (3)  lässt  sich  dahin  interpretiren ,  dass  jeder  Punkt 
{x,  y)  der  Geraden  mit  den  gegebenen  Punkten  (x\  y')  und  («",  ?/")  ein 
Dreieck  bestimmt,  dessen  Inhalt  gleich  Null  ist  (§.9,  Form.  5  und  §.11 
zu  Ende).  H. 
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Gleichung  irgend  einer  durch  '{x',  y')  gehenden  Geraden  die  fol- 
gende ist: 

y  —  y'  =  l(x  —  x'). 

Anni.  2.  In  den  Gleichungen  (2)  bis  (5)  bedeuten  (x',  ?/'), 
(x",  y")  die  Coordinaten  zweier  gegebenen  Punkte,  x  und  y  die 
irgend  eines  Punktes  der  Geraden,  man  nennt  deshalb,  zum 
Unterschiede  diese  letzteren  laufende  Coordinaten. 

§.19.  Aufgabe.  Die  Coordinaten  des  Durchschnittes 
der  beiden  Geraden: 

(1)     ax  +  by  +  c  =  0,         (2)     a'x  +  b'y  +  c'  =  0 
zu  bestimmen: 

Auflösung.  Man  findet  dieselben  (§.  14)  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  (1)  und  (2): 

^^     ^-  ab'-ba"      y^ab'-ba'' 
Anm.  1.    Die  Werthe  (3)  bleiben  endlich,  wenn  ab'— ba'  \on 
Null  verschieden  ist.     Wenn  aber: 

a  __   b 
~är~"b' 

so  werden  diese  Werthe  unendlich ;  die  Geraden  schneiden  sich  also 
dann  im  Endlichen  nicht,  oder  sind  parallel.  Haben  die  Gleichungen 
die  Form  y  =^  lx-\-m,  y  ==  l'x-{- m',  welche  auch  lx  —  y-\-m  =  0 
u.  s.  w.  geschrieben  werden  können,  so  wird  die  Bedingung  des 
Parallelismus: 

(6)     /  =  V. 

Anm.  2.     Geht  die  Gerade: 

(7)     a"x  +  b"y  +  c"  =:0 
durch  den  Durchschnitt  von  (1)  und  (2),   so   müssen  die  Werthe 
(3)  der  Gleichung  (7)  genügen;  d.  h.  es  muss  sein: 
,,  bc'—cb'    .  ,^ca'—ac'    .     „       „ 

oder:       (8)     ab'c"-  a'bc"+  a'b"c  —  a"b'c  +  a"bc'--  ab"c'  =  0; 
diese  Bedingung  wird  also  erfüllt,  wenn  die  Geraden  (1),    (2), 
(7)  durch  einen  Punkt  gehen. 

§.20.  Aufgabe.  Die  Gleichung  der  Geraden  zu  finden, 
welche  durch  den  Punkt  (x',  y')  geht  und  der  Geraden 
y  =  lx-\~m  parallel  ist. 

Es  sei  y  =  l'x  ^  m'  die  Gleichung  der  gesuch- 


(4)     ab'-ba'  =  0,     oder:     (5)      ^,  -   ,,  , 
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ten  Geraden  ,  dann  erfordert  der  Parallelismus  mit  y  =^  lx-\-m, 
dass  /'  =  /  (§.  19,  Form.  6);  ferner  muss  y'  =  l'x'-\-m'  sein,  also 
hat  man  m' =  y' — Vx'  =  y'—lx';  die  gesuchte  Gleichung  wird 
demnach  y=lx-{-y' — Ix',  oder: 

y  —  y'  =  lix--x'). 

Anm.  Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  den  Anfangs- 
punkt geht  und  mit  y  =  lx-\-m  parallel  ist,  ist  demnach  y  —  Ix. 

Die  folgenden  Aufgaben  gestalten^si^h.  für  rechtwinklige  Axen 
einfacher  als  für  schiefwinklige,  und  sollen  deshalb  zuerst  in  Bezug 
auf  ein  rechtwinkhges  System  gelöst  werden. 

§.21.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Geraden  in  Be- 
zug auf  ein  rechtwinkliges  System  zu  bestimmen,  welche 
durch  den  Punkt  (x',  y')  geht,  und  mit  der  Abscissenaxe 
einen  gegebenen  Winkel  bildet. 

Auflösung.  Es  sei  w  der  Winkel  zwischen  der  positiven 
Richtung  der  ic-Axe,  und  der  auf  der  positiven  Seite  der  y  liegen- 
den Hälfte  der  Geraden  (Fig.  17).  Zieht  man  durch  (x',  y')  oder 
a  die  Gerade  aX  parallel  der  +rc-x\xe,  so  ist  die  Grösse  der  po- 
sitiven Drehung  von  aX  nach  ab  =  w  und  von  aX  nach  ab' 
—  180°+ tc.  Demnach  hat  man,  je  nachdem  ic,  y  die  Coordinaten 
von  b  oder  6'  sind: 

für  den  Punkt  b  (vgl.  §.  8):     x—x'  =  ab(io^w,  y—y'  =  absinw, 
„      „        „      6':     x—x'  =  ab'cos(lSO^-]-w)  =  —ab'cosw, 
y—y'  =  ab'  sin (180^+ w)  =  —  ab' sinw, 

y  —  v' 

also  in  beiden  Fällen:        -^ — ~  =  tdingw, 

X  —  x' 

die  gesuchte  Gleichung  ist  demnach: 

(1)     y  —  y'  =  tsingw(x  —  x'). 
Liegt  der  Punkt  (x',  y')  oder  a  auf  der  Ordinatenaxe,  so  ist  x'  =  0, 
und  (1)  verwandelt  sich  in: 

(2)  y  =  tmgW'X-\-y'. 
Vergleicht  man  (2)  mit  der  Gleichung  y  =  lx-\-m,  so  ergiebt 
sich  die  Bedeutung  der  Constanten  /  und  m  bei  einem  rechtwink- 
hgen  Systeme;  es  ist  nämlich  l  die  Tangente  des  Winkels  2^, 
den  die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe  mit  der 
oberen  Hälfte  der  Geraden  bildet,  und  m  die  Ordinate 
ihres  Durchschnittes  mit  der  «/-Axe. 
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Man  hat  bekanntlich: 

,1  .  ,         tang«^ 

cosw  —  ±   /  -  ,     sin  w  =  -^  , 

yl-f-tangwj*  |/l  +  tang«ü' 

ist  also :  tangtr  =  /, 

j_        1  •  ■         ^ 

so  kommt:    cosiü  =  + —  ,     sm?^  = 


das  Vorzeichen  muss  für  cosinus  und  sinus  gleich  und  zwar  so  ge- 
wählt werden,  dass  sin 2^5  positiv  ausfällt,  w^cil  w  ein  Winkel  ist,  der 
180®  nicht  überschreitet. 

§.  22.  Aufgabe.  Die  Gleichungen  zweier  Geraden 
in  rechtwinkligen  Coordinaten  seien  y=lx-\-m,  y=zVx-\-m'; 
den  Winkel  zu  bestimmen,  unter  welchem  sie  sich 
s  chneiden. 

Auflösung.  Es  seien  w  und  w^  die  in  §.21  genau  defmir- 
ten  Winkel,  welche  die  Geraden  mit  der  a;-Axe  bilden,  also 
tang?^  = /,  taugte?' = /'.  Es  sei  ferner  wie  in  Fig.  18  w^w', 
dann  schUessen  zwei  durch  den  Anfangspunkt  0  mit  den  oberen 
Theilen  der  Geraden  parallel  gezogene  Linien  einen  Winkel  w—w^ 
ein,  der  dem  Winkel  u  zwischen  den> Geraden  gleich  ist;  also  hat  man: 

taug  2^  —  taug!!?'  /  —  /' 


(1)     tangM  =  taug  {w  —  w*)  — 


1  +  lang  to  tang  ^ü'        1  +  //' 


Wäre  w':>w,  so  hätte  man  tangw  =  tai\g{io'—w)  = 


die  rechte  Seite  von  (1)  wäre  in  diesem  Falle    == — tangw,   oder 

=  tangw',  wenn  u'  der  Nebenwinkel  von  u  ist;  daher  ist  sie  unter 

allen  Umständen  die  Tangente  eines  der  Winkel,  welche  die  Geraden 

bilden.    Sind  die  Geraden  parallel,  so  ist  m=0,  also  tang?^  =  0, 

woraus  1=^1'  (§.  19,  Anm.  1);  stehen  die  Geraden  aufeinander 

senkrecht,  so  muss  tangw  unendlich  werden,  also  ist  dann: 

(2)     l+//'  =  0. 

Sind  die  Gleichungen  der  Geraden:  ^. 

(3)     ax  +  by  +  c  =  0,     a'x  +  b'y +  c'  =  0, 

ft  nJ 

so    ist  in    (1)   für  /  und    /'  bezüghch — , —-  zu    setzen, 

ob' 

a    .    a' 

1                   /.x     *                     b   '^'V        a'b-ab' 
also :  (4)     tangw  = -, —  =  — mu ' 

■^  bb' 
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■woraus  die  Bedingung  des  Parallelismus  a*b — ab'  =  0  (§.  19), 
und  die  der  Perpendicularität: 

(5)     aa'+bb'  =  0  folgen. 

Anm.     Um  s'mu  und  cosm  zu   berechnen,   bilden  wir  zuvor 
l  +  tangw'  (§.  21);  man  hat: 


1-f-tangM   = 


(aa'-i'bb'y+ia'b-ab'Y 


{aa'-i-bb'y 

nach  einer  häufig  gebrauchten  Transformationsformel,  deren  Rich- 
tigkeit sich  leicht  verificiren  lässt,  ist: 

-      (6)     iaa'+bb'y^{a'b-ab'y  =  (a'+b')(a"+b"); 

hieraus  folgt: 

aa'+bb'  .  ,  a'b-ab' 


]/a'+b']/a"+b"  '  -  ]^a'+b'ya"+b'' 

§.  23.  Aufgabe.  Die  Coordinaten  (x',  y')  eines  Punktes 
und  die  Gleichung  einer  Geraden: 

(!)•  ax  +  by+c^O 

sind  für  ein  rechtwinkliges  System  gegeben;  man  soll  die 
Gleichung  des  von  (x',  y')  auf  (1)  j^f^ütejnJLo th.es,  den 
Fusspunkt  und  die  Länge  desselben  bestimmen. 

Auflösung.  Es  sei  y=lx-\-m  oder  lx~y-\-m  =  i)^  die 
Gleichung  der  gesuchten  Geraden;  weil  sie  durch  {x',  y')  geht, 
muss  sein: 

(2)     lx'~y'+m  =  0, 
und  weil  sie  auf  (1)  senkrecht  steht  (§.  22,  5) :      • 
(3)     a/— 6  =  0,  ^ 

woraus:  /  =  — ,     und:     m  =  y' x'; 

die  Gleichung  der  Geraden  ist  also: 

y  =  — X  -\-  y' ~x' 


oder  eleganter: 

(4) 


x—x'  _  y—y' 


a  b 

Die  Coordinaten  des  Fusspunktes  ergeben  sich  durch  Auflösung 
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der  Gleichungen   (1)   und   (4).     Setzt  man  den  Werth  der  beideji 
gleichen  Brüche  in  (4)  =  e,  so  kommt: 

(5)     X  =  x'-i-  as,     y  =  y'+  he; 

substituirt  man  diese  Werthe  in  (1),  so  kommt: 

ax^-\-hu'-\-  c 

woraus :  a  = t-t-t^ ; 

a-\-h 

also  werden  zufolge  (5)  die  Coordinaten  des  Fusspunktes: 
(6)    :c  =  x<-a       J^^-^^     ,      y  =  y'-h       J,^^     • 

Die  Länge  P  des  Lothes  von  {x\  y')  auf  (1)  gefällt,  ist  die 
Entfernung  des  Fusspunktes  {x,  y)  und  des  Punktes  {x\  y');  also 
P"^  =  {x  —  x'y-{-(y  —  y'y,  nun  ist  x  —  x'  =  at,  y  —  y'  =  bf, 
woraus  P' =  (a'^+ö')*",  oder: 

(7)     P^.^^±^., 
wo  das  Vorzeichen  der  Wurzel  als  positiv  anzunehmen  ist*). 


*)  Die  Formel  (7)  des  §.  23  veranlasst  uns  eine  Betrachtung  hier  ein- 
zuschalten, die  öfters  Anwendung  findet. 

Denkt  man  sich  für  sämmtliche  Punkte  einer  Ebene  den  Werth  von 
ax-\-hy-\-c  berechnet,  so  wird  derselbe  für  alle  Punkte  einer  Geraden 
G  verschwinden  ^  während  er  für  alle  anderen  Punkte  der  Ebene  positiv 
oder  negativ  wird.  Wir  wollen  nun  nachweisen ,  dass  die  Gerade  G  die 
Punkte  der  Ebene,  für  welche  das  eine  stattfindet,  von  denen  trennt,  für 
welche  das  Gegentheil  eintritt.  In  der  That,  es  sei  h  ein  Punkt  der  Ge- 
raden G,  x',  y'  seine  Coordinaten.  Denken  wir  uns  durch  h  eine  Parallele 
zur  aj-Axe,  es  sei  {x'\  y')  ein  Punkt  h  derselben,  der  natürlich  mit  h 
gleiche  Ordinate  hat.  Ist  nun,  um  etwas  festzustellen,  a  positiv,  so  wird 
ax'* -\- hy' -{■  c  ^^  ax' -\- hy' -]r  c  sein,  jenachdem  x"  ^^  x'  ist;  da  aber 
ax'-\-by'-^c  sssO,  so  ist  ax" -]- by' -{- c  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
der  Punkt  k  der  Parallelen  von  h  aus  auf  der  Seite  der  wachsenden  oder 
abnehmenden  x  liegt.  Diese  Betrachtungen  lassen  sich  für  jeden  Punkt  h 
von  G  anstellen.  Für  sämmtliche  Punkte  der  Ebene,  die  von  G  aus  auf 
der  Seite  der  wachsenden  Abscissen  liegen,  wird  ax-\-by-\-c  positiv,  für 
G  selbst  gleich  Null,  für  die  anderen  negativ.  Ist  a  negativ,  so  bestimmt 
sich,    um  kurz  zu  sprechen,    die   positive   und   negative  Region  der  Ebene 
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§.  24.  EntWickelung  einiger  Formeln  für  schief- 
winklige Coordinaten.  Die  in  §§.  21—23  behandelten  Aufgaben 
werden  in  Kap.  7  allgemein  und  symmetrisch  für  ein  schief- 
winkhges  System  gelöst  werden,  doch  mögen  theils  der  Uebung 
wegen,  theils  für  den  Gebrauch  in  den  nächsten  Abschnitten  einige 
Formeln  analog  wie  in  den  vorhergehenden  §§.  abgeleitet  werden. 
—  In  dem  Folgenden  ist  cp  der  Winkel  zwischen  den  positiven 
Halbaxen. 

Aus  §.11  Formel  4  ergiebt  sich  ähnhch  wie  in  §.21  die  Glei- 
chung der  Geraden,  die  durch  {x',  y')  geht  und  mit  der  a;-Axe  den 
in  §.  21   genau  defmirten  Winkel  w  bildet: 

(1)      y  —  yf  =  -—- (^x  —  x'). 

Ist  x'  =  0,  so  wird  diese  Gleichung: 

(2^  y=  sin (v-wr^y' 

demnach  bedeutet  in  y  =  lx  +  m,  m  die  Ordinate  des  Durch- 
schnittes dieser  Geraden  mit  der  y-Axe  und  zwischen  /  und  w  hat 
man  die  Gleichung: 

/Q\     7  sin  tu 

sni  (fjp  —  to) 
Um  w  aus  /  zu  bestimmen,    schaffen    wir  in  (3)  den  Nenner 
fort  und  entwickeln  sm(cp~w);  dies  giebt: 

/sin  cpcosw--  /cos  cpsinw  =  sin  w, 
oder:  hiiKfcosw  =  (1+  /cosr/>)sinw?, 

woraus :  (4)     tmgw  = ^^^"^ 

l-\-lcos(p 
Sind: 

(5)     y  =  Ix  +  m,     y  =  Vx  +  m' 
zwei  gerade  Linien,    für  welche  tv,  w'  und  u  dieselbe  Bedeutung 
haben  wie  in  §.  22,  so  ist  der  Winkel  u,  den  die  Geraden  bilden, 
durch  die  Gleichung  gegeben: 

gerade  umgekehrt.  Wir  kommen  auf  diese  Betrachtungen  noch  einmal  zu- 
rück (§.  69^. 

Das  Resultat  (§.  23,  7)  kann  man  demnach  jetzt  so  aussprechen :  Der 
Ausdruck  für  F  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  (x\  y')  in  der  positiven 
oder  negativen  Region  der  Ebene  liegt;  sein  Zahlenwerth  ist  dem  von  («',  y') 
aif  aa;+%  +  c=0  gefällten  Lothe  gleich. 


/ 
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XSLUsu  = 


^  l-j-tangwtangwj' 


Nun  ist  (4): 


/sina>  ,  /'sinop 

tangw?  =  — ,     inn^w'  — 


also:  tangw? — lang«/ = 


und:       l-(- tang«(?tangi<)' =  1 


l-\-lcos(f  l-\-l'cosq) 

/sin  ff  V  sin  cp 


1  -{-  /  cos  ff  14-/'  cos  qp 

(l  —  /')sinqp 

ll'siiKp^ 

~^  (l-f-/cos^)(l-|-/'cosg)) 

l  +  (lJrl')cos(p-{-W 
"(l+/cos9))(14-/'cosf/)) ' 


(l  —  l')  sin  cp 
folglich:  (6)     tang«^,f-p^^^-^^^j^-p^. 

Die  Geraden  (5)  sind  demnach  parallel,  wenn  l — /'  =  0  (§.  19) 
und  sie  stehen  auf  einander  senkrecht,  wenn: 

(7)     !  +  (/+/')  cos  9  +  //'  =  0. 

Die  übrigen  Aufgaben,  welche  sich  hier  noch  anschliessen,  sehe 
man  weiter  unten  Kap.  7. 


Drittes  Kapitel. 
Der     Kreis. 

§.  25.  Gleichung  des  Kreises.  Der  Ort  aller  Punkte 
einer  Ebene,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  derselben  Ebene 
constante  Entfernung  haben,  ist  ein  Kreis,  der  gegebene  Punkt 
heisst  der  Mittelpunkt,  die  constante  Entfernung  der  Radius 
desselben. 

Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  aufzustellen, 
der  mit  dem  Radius  r  um  den  Mittelpunkt  (p,  q)  beschrieben 
ist.  Sind  die  Coordinaten  schiefwinkhge  und  (x,  y)  irgend  ein 
Punkt  des  Kreises,  so  muss  sein  (§.  11,  Formel  6): 
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(1)*   (x~py+2(x-p)(y-q)cos(p  +  (y-qy  =  r^ 
und  für  ein  rechtwinkliges  System: 

(2)     (x~py+(y-qr  =  r\ 
Der  Einfachheit  halber   werden  wir  uns  im  Laufe  dieses  Ka- 
pitels nur  rechtwinkliger  Coordinaten  bedienen. 

Liegt  der  Mittelpunkt  auf   der  x-Axe,  und  berührt  der  Kreis 
ausserdem  die  Ordinatenaxe,   so  ist  p  :=  r,  q  =  0,  und  die  Glei- 
chung (2)  wird  nach  Auflösung  der  Klammern: 
(3)     x''-2rx  +  y^^^^^~ 
ist   der  Kreis   um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschrieben, 
so  wird  /?  =  0,  ^  =  0,  also  ist  dann  die  Kreisgleichung : 

(4)     x'-\-y'==r\ 

Löst  man  in  der  allgemeinen  Formel  (2)  die  Klammern  auf, 
so  kommt  x^-j'y^—2px  —  2qy-\-p^-\-q^—r^  =  0;  die  Kreisglei- 
chung enthält  also  ausser  einem  Ausdrucke  erster  Ordnung: 

—  2px  —  2qy  +/)'+  5'—  r' 
noch  die  Gheder  x^'+y^     Umgekehrt  hat  man  den  Satz: 

eine  Gleichung,  in  welcher  ausser  einem  Ausdrucke 
erster  Ordnung  noch  x^  und  y^  mit  demselben  Coef- 
ficienten  behaftet  vorkommen,  also  eine  Gleichung 
von  der  Form: 

(5)     ax'^-\-ay^-{-bx-{-cy-{-d  =  0 
stellt  im  Allgemeinen  einen  Kreis  dar. 
In  der  That  kann  man  (5)  oder: 

in  folgende  Gleichung  transformiren : 

^^>    y^''  +  2-a)+{y+2-a)=-Ä^+J^-T= ü^ 

Vergleicht  man  (6)  mit  (2),  so  sieht  man,  dass  alle  Punkte, 
welche  die  Gleichung  (6),  oder  was  dasselbe  ist  (5)  befriedigen,  auf 

einem  Kreise  hegen,  der  um  den  Punkt  (  — :r-,  —  tt-)  iiiit  dem 
\     2a         2a/ 

Radms  r  = ^r beschrieben  ist. 

2a 
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Damit  r  reell  sei,  muss  b^-\-c^~~iad  positiv  sein;  ist  der  letz- 
tere Ausdruck  negativ,  so  hat  (6)  gar  keine  geometrische  Bedeutung; 
denn  die  Summe  der  beiden  Quadrate  hnks  kann  nicht  negativ  werden ; 
ist6^+c'— 4arf  =  0,  so  genügt  der  Gleichung  (6)  nur  der  einzelne 

b  c 

Punkt  X  =  — 2~'  y  ~  ~~^'  ^^^^  damit  die  Summe  der  beiden 

Quadrate  =  0  sei,  muss  es  jedes  einzeln  sein.    (Vgl.  §.  12,  Anm.) 

Anm.  Man  findet  für  ein  schiefwinkhges  System  mit  dem 
Axenwinkel  g)  durch  Vergleichung  mit  (1),  dass: 

ax^-{-  2axy  cos  q)  -(-  a«/^+  bx -{- cy -\-  d  =  0 
einen  Kreis  darstellt. 

Als  Anwendung  diene  folgende 

§.26.  Aufgabe.  Den  Ort  aller  Punkte«  zu  bestimmen, 
für  welche  die  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  a 
und  6  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen.  (Fig.  19.) 

.  ua       m 
Auflösung.     Es  sei  — y-  =  — ,  wo  m  und  n  gegebene  Zahlen 
^  üb        n 

oder  Linien  vorstellen  sollen,    und  m^  n,   oder  wenigstens  nicht 

kleiner;  die  Gerade  ab  sei  die  Abscissenaxe,  a  der  Anfangspunkt, 

die  Abscisse  von  b  =  ß y   die  Coordinaten  von  u  seien  x  und  y. 

Dann  ist: 


also 


ua  =  ix'-\-y\    ub  =  i{x~ßr+y\ 


iix-ßf-Vy"       ^  ' 

und  nach  AVegschaffung  der  Wurzel  und  des  Nenners: 

(1)     irre-  n")  {x''-^  y')  -  Im'ßx  +  m^ß'  =  0 ; 

dies  ist  nach  §.  25  die  Gleichung  eines  Kreises;  also  liegen  alle 
Punkte  u,  welche  der  gegebenen  Bedingung  genügen,  auf  einem 
Kreise.     Man  kann  statt  (1)  schreiben: 

der  Mittelpunkt  des  Kreises  liegt  also  auf  der  Abscissenaxe  ab,  seine 
Abscisse  ist  =  T  ^  .,  der  Radius  =— ö— ^-  Um  die  Durchschnitte 
des  Kreises  und  der  Abscissenaxe  zu  finden,  muss  man  die  Glei- 
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chung  (2)  und  die  Gleichung  der  Abscissenaxe,  d.  h.  y  =  0  com- 

, .  .  ,  ,    ,  m'^ß  ,      muß 

biniren,   und  man  erhalt  x '   „  =  + — ^—^ ;  woraus  zwei 

Werthe  des  x  sich  ergeben: 

m^ß      ,      mnß  mß         ^  ,       n      ^ 

*  m—n     '    m—n         m—n       '    '   m—n^ 

__     m^ß  mnß     __    mß    _  ^         ^      /? 

*  ~~  m^—n'       m^^—n'^  ~  m-\-n  ~  m~\-n 

Weil  m  —  n  positiv  ist ,  so  ist  offenbar  x^  !>  oJj  ;  x^  ist  die 
Abscisse  eines  Durchschnittes  v",  der  zwischen  a  und  b,  x^  die 
Abscisse  eines  Durchschnittes  v%  der  über  6  hinaus  liegt.   Ferner  ist: 

mß       ,,  mß        ^         nß  v'a      m 

<t)^a  =37,= — ,  v^b  —  — ß  —  — - — ,  woraus  — rj-  =  — ; 

*       m — n  m — n  m — n  v'o       n 

,,  mß       ,,,        _        mß  nß  v"a      m 

v"a  =  x.,= — ^ — ,  v"b  =  ß —  =  — \ — ,  woraus  —j-r=  —  ' 

m-\-n  ^       m-\-n        m-\-n  v"b       n 

Bestimmt  man  also  innerhalb  und  auf  der  Verlängerung  von  ab 
zwei  Punkte  v"  und  v',  deren  Entfernungen  von  a  und  von  b  sich 
für  einen  jeden  wie  m  zu  n  verhalten,  uijd  beschreibt  über  v'v'^ 
als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  wird  für  einen  jeden  Punkt  u  des- 

selben  ua  zu  üb  sich  wie  m  zu  n  verhalten.  —  Weil  — ^  =  —ttt-, 

v'b        v"b 

so  sind  v',  ü";  a  und  b  harmonische  Punkte  *). 

Anm.     Ist  m  =  n,   so   verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  in 


*)  Ueber  die  Theorie  der  harmonischen  Punkte  und  Geraden,  welche 
jetzt  in  den  vollständigeren  Lehrbüchern  der  Planimetrie  nicht  mehr  über- 
gangen wird,  siehe  Kap.  9.  Hier  bemerken  wir  nur,  dass  vier  auf  einan- 
der folgende  Punkte  a,    h,    c,   d  harmonische  heissen ,    wenn   I.   — 7  =:  —r, 

ad        cd 

woraus  II.  — -  =  — ;  a  und  c  so  wie  b  und  d  heissen  conjugirte  Punkte. 

Nennt  man  m  die  Mitte  von  ac,  so  ergiebt  sich,  dass  b  und  d  auf  derselben 
Seite  von  m  so  liegen,  dass: 

III.     am   s=  cm   =  bm .  cZm,  • 

und   ist  n   die  Mitte  von  bd,    so    liegen    a  und  c  auf  derselben  Seite  von 
n  so  dass: 

IV.     bn  ==  dn  =  on .  cn  / 
von  den  vier  Gleichungen  I— IV  ist  jede  eine  Folge  der  übrigen. 
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—  2m^ßx-^m'/^'  =  0,    oder  x  = -{r-,   d.h.  der  Ort  aller  Punkte 

n,  für  welche  — -  =  1,  ist  das  Loth,  welches  ab  halbst, 

'  üb  — »--- 

§.  27.  B.estimmung  eines  Kreises.  Da  die  Gleichung 
des  Kreises  drei  Constanten  enthält,  den  Radius  r  und  die  Mittel- 
punkts-Coordinaten  Pj  q,  oder  unter  der  Form  ax^ -\- ay"^ -{- bx 
-\-cy  -{-d  =  0^  die  Verhältnisse  der  Grössen  a,  6,  c,  d,  so  kann 
man  im  Allgemeinen  einen  Kreis  bestimmen,  der  drei  vorgeschrie- 
beiien_  Bedingungen  genügt:  Soll  er  z.  B.  durch  {x^,  ?/'),  (x",  t/"), 
{x'",  y"')  gehen,  so  muss  sein: 


oder: 
ebenso 


x''+ij"  =  2px'+2qy'+r''-p'-q\ 


x'"  +  y'"  =  2px"  +  2qy  "  +  r'—  p'-  q\ 
x^n-^j^yfin  ^  2px'nj^2qy'^'+r'-f-q\ 
Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  p,  q,  r"^ — p"^ — q^,  also  auch 
r  berechnen;    man   erhält   diese  Grössen   als  Brüche  mit  dem  ge- 
meinschaftlichen Nenner*^ 

xy  -  x'y+  x'Y-  xYf+  ^'y"— ^"y'- 

Damit  p^  q,  r  endliche  Werthe  bekommen,  darf  dieser  Nenner 
nicht  —0  werden,  d.h.  die  gegebenen  Punkte  dürfen  nicht  in 
einer  Geraden  hegen  (§.  6,  Formel  4). 

§.28.  Aufgabe.  Die  Gleichung  der  Tangente  an  einem 
Punkte  {x',  y')  des  Kreises: 

(1)    {x-pr+(y-qr-r'  =  o 

aufzustellen. 

In  Folge  der  aus  den  Elementen  bekannten  Eigenschaft  der  Tan- 
gente eines  Kreises  kommt  die  Aufgabe  darauf  zurück,  durch  den  Punkt 
{x',  y')  eine  Gerade  zu  legen,  welche  auf  der  durch  {x',  y')  und  den 
Mittelpunkt  {p,  q)  gehenden  Geraden  senkrecht  sei;  wir  wollen  jedoch 
die  Kenntnis^  dieser  Eigenschaft  nicht  voraussetzen  und  die  Glei- 
chung der  Tangente  nach  einer  für  alle  algebraischen  Curven  an- 
wendbaren Methode  aufstellen.  —  Denkt  man  sich  durch  einen  festen 
Punkt  {x\  y')  auf  einer  Curve  und  durch  einen  beweglichen  ^  auf 
derselben  eine  unendliche  Gerade  G  gezogen,   und  lässt  man  den 
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Punkt  g  dem  Punkte  {x',  y')  bis  zum  Zusammenfallen  nahe  rücken, 
so  nennt  man  die  Gerade  G  in  der  Grä,U2j[a,gßi  welche  sie  alsdann^ 
erreicht,  die  Tangente  der  Gurve  in  (x',  y'). 

Die  Gleichung  irgend  einer  durch  (x',  y')  gehenden  Geraden 
ist  (§.  18,  Anm.  1)  y  —  y'  =  l(x  —  a;'),  oder  symmetrischer: 

es  handelt  sich  jetzt  darum,  k  und  /,  oder  genauer  das  Verhältniss 

/ 

-^  so  zu  bestimmen,  dass  (2)  die  Tangente  werde. 

Die  Durchschnitte  der  Geraden  (2)  und  des  Kreises  findet  man 
durch  Auflösung  von  (1)  und  (2);  wir  setzen  zu  dem  Ende  die 
gleichen  Brüche  in  (2)  gleich  e,  woraus: 

(3)     x  =  x'-\-k€,     y=y'-\-le, 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (1) : 

(4)     (k'J^l^)e'^-^2e\k{x'-p)  +  l(y'-q)\ 
+  {x'-py+(y'~qy-r'==0. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  (x',  y')  ein  Punkt  des  Kreises 
(1)  ist,  hat  man: 

(5)     (x'-py+{y'-qy-r'-  =  0; 

dadurch  verwandelt  sich  (4)  in : 

(6)     .jf(ft'  +  0  +  2ft(a;'-p)  +  2Uj/'-9)!  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt,  wenn  f  =  0,  und  wenn : 

ist;  der  erste  Werth  von  e  in  (3)  eingesetzt,  giebt  x  =  x\  y  =^  y', 
d.  h.  einer  der  Durchschnitte  von  (1)  und  (2)  ist  der  gegebene 
Punkt  selbst.  Substituirt  man  in  (3)  den  zweiten  Werth  von  e,  so 
erhält  man  die  Coordinaten  eines  zweiten  Durchschnittspunktes. 
Soll  dieser  mit  {x',  y')  zusammenfallen,  so  muss  auch  der  zweite 
Werth  von  £  =  0  sein,  d.  h.: 

k{x'-p)  +  l(y'~q)=0,     oder:     -j- =         ^'~~^ 


k  y'—q 

Setzt  man  dies  in  (2)  oder  y  —  y'=z       (^x  —  x')  ein,  so  erhält  man 

n 

Joacli  i  lus  llial  Klemciitc.     2.   Aud,  ^ 
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die  Gleichung  der  Tangente: 

Die  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  (p,  q) 
und  den  Berührungspunkt  {x',  y')  geht  und  in  welcher  der  Radius 
liegt,  ist  (§.  18,  Form.  5): 

für  (7)  und  (8)  ist  die  Bedingung  erfüllt,  in  Folge  deren  die  durch 
diese  Gleichungen  dargestellten  Linien  senkrecht  stehen  (§.  22, 
Form.  2),  nämlich: 

ij'-q'x'~p 
Die   Gleichung   der   Tangente   (7)   lässt   sich    noch    transformiren; 
schreibt  man  y  —  q—  (y'—  q)   statt  y  —  y'    und    x  —  p  —  {x'—p) 
statt  x  —  x'  und  schafft  den  Nenner  fort,  so  kommt: 

iy  -  q)  iy'-  q)  -  (y'-  9)'+  (^  -p)  i^'-p)  ~  i^'-  pY  =  0, 

oder  mit  Berücksichtigung  von  (5): 

(9)     {x-p){x'-p)  +  {y-q)(y'-q)-r'  =  0. 
Dies   ist  die  Gleichung  der  Tangente   in  ihrer  einfachsten 
Form.     Ist  p  =  0,  ^  =  0,  also  die  Gleichung  des  Kreises: 

(10)     x'+y'  =  r\ 
so  wird  die  Gleichung  der  Tangente: 
(11)     xx'-\-yy'  =  r\ 
Anm.    Eine  andere  weniger  allgemeine  Ableilung  der  Gleichung 
der  Tangente,  die  sich  aber  dui'ch  ihre  Leichtigkeit  emjgfiehlt  und  auch 
bei  einigen  anderen  Curven   gebraucht  werden  kann,  ist  folgende. 
Die  Gleichung  einer  durch  (x'^  y')  und  (x",  y")  gehenden  Geraden  ist: 

(12)     2/-2''  =  |ES-(^-^')-         ■ 

Liegen  beide  Punkte  auf  dem  Kreise  (10),  so  muss  man  haben: 

x^'-\.y"  =  r\     x"'+y'"  =  r\ 
woraus : 

v'2_  ,2 ,    „'i__  ,2  _  /.      ,        y"—y'  _      x"-\-x' 

X         X   -\-y         y     -i)      oau.       ^„_^,   ~         y"-{-y'  ' 
also  verNYandelt  sich  (12)  in: 
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(13)    2,-2,' =  -^^(^-0.'); 

dies  ist  die  Gleichung  einer  Kreis-Secante;  damit  sie  die 
Gleichung  einer  Tangente  werde,  muss  man  {x",  y")  mit  (x',  y') 
zusammenfallen  lassen:  dadurch  verwandeln  sich  x"-\-x'  und  y"-\-y' 
bezüglich  in  Ix'  und  2?/',  also  (13)  in: 

x' 

y  —  y'= -{x-—x'),     oder:     yy'—y'''-\-xx'—x'^  =  0, 

welche  Gleichung  wegen  x'^-j-y'"^  =  r^  auf  (11)  zurückkommt. 

Die  analytisch -geometrische  Lösung  der  Aufgabe,  von  einem 
Punkte  ausserhalb  Tangenten  an  den  Kreis  zu  ziehen,  übergehen 
wir,  weil  das  allgemeinere  Problem  (für  die  Ellipse)  im  nächsten 
Kapitel  behandelt  wird  (§§.  38,  39). 

§.  29.  Combination  einer  Geraden  und  eines  Kreises. 
In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass  die  Goor- 
dinaten  des  Durchschnittes  des  Kreises: 

(1)     (x-pr+(y-qy-r'  =  0 

mit  der  durch  irgend  einen  Punkt  (x',  y')  gezogenen  Geraden: 

(2)     JLl^  =  y=^,     oder:     (2*)     k(y -tj')- l(x-x')  =  0 

vermittelst  der  Formeln: 

(3)    x  =  x'-{-k6y    y  =  y'-\-i^ 

gegeben  sind,  wo  e  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung: 

(4)     *^  {k''-\-  V)  +  2. \k {x^-  p)  ^-  l(y'-  q)\ 
+  {x'—py+  (y'~  qY-  r  =  0 

bedeutet.  Nun  hat  bekanntlich  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades : 

«^L  +  2fM  +  iVr=.0 

die  beiden  Wurzeln  —^ ,  ?- ,  welche 

reell  und  ungleich,  reell  und  gleich,  oder  imaginär  sind,  jenach- 
dem  M'—LN>  0,  =  0,  oder  <  0  ist.  Also  haben  (1)  und  (2) 
zwei  reelle  und  verschiedene,  zwei  reelle  aber  zusammenfallende, 
oder  gar  keine  reellen  Durchschnittspunkte,  jenachdem: 

3* 
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(5)    lk{x'-p)+l(y'-q)Y-{k'+P)\(x'-pr+(y'-qy-r']  ^  0 

ist.  Nach  §.  22,  Form.  6  kann  man  (5)  transformiren  und  hat 
dafür : 

(6)     (k'+t-)r'-{k(y>-q)-l{x'-p)]'^0, 

oder,  weil  man  jede  Ungleichheit  mit  einer  positiven  Grösse  wie 
Ä^+/^  dividiren  darf: 

Nach   §.  23,  Form.  7    ist    \^ iv' -  9)  -  Kf  - P)V  ^  p.    ^  ^ 

gleich  dem  Quadrate  des  vom  Punkte  (p,  q)  oder  dem  Mittelpunkte  auf 
die  Gerade  (2)  gefällten  Lothes;  die  Gerade  (2)  und  der  Kreis  (1) 
haben  also  zwei  verschiedene,  zwei  zusammenfallende  oder  gar  keine 
reellen  Durchschnittspunkte,  mit  anderen  Worten,  die  Gerade  ist  eine 
Secante,  eine  Tangente,  oder  eine  den  Kreis  gar  nicht  schneidende 
Linie,  je  nachdem  der  Radius  grösser,  gleich  oder  kleiner  ist,  als 
das  vom  Mittelpunkte  auf  die  Gerade  gefällte  Loth. 

Die  Interpretation  der  Hilfsgrösse  a  in  (3)  führt  zu  einem  an- 
deren Satze.     Aus  (3)  folgt: 


also  ist  *]/Ä^-}-f  gleich  plus  oder  minus  der  Entfernung  eines 
Punktes  {x,  y)  der  Geraden  (2)  vom  festen  Punkte  {x',  y').  Für 
welche  Punkte  der  Geraden  das  eine  oder  andere  Zeichen  gilt,  ist 
I  hier  gleichgültig,  allein  man  sieht  leicht,  dass  für  die  beiden  un- 
endUchen  Hälften  der  Geraden  (2),  welche  der  auf  ihr  hegende 
Punkt  {x',  y')  bestimmt,  entgegengesetzte  Zeichen  gelten;  denn  für 
die  eine  Hälfte  wird  x—x'  positiv,  für  die  andere  negativ  sein,  das- 
selbe gilt  also  auch  zufolge  (3)  für  h,  und  demnach  für  i  i'P-j-f. 
Setzt  man: 

f|/F+?  =  o,     also:     a  =  —^ , 

so  verwandelt  sich  (4)  in: 

(S)     ^'+:^^{k(,a^-p)  +  l(y'-q)]    . 

+  (x'-p)'+(y-9)=-r'  =  0. 
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Nennt  man  q',   q"  die  beiden  Wurzeln    dieser  quadratischen  Glei- 
chung, so  kommt: 

(9)   eV"  =  (^'-p)'+(2/'-9)-'-'- 

Da  die  verschiedenen  durch  {x',  y')  gehenden  Geraden  (2)  sich 

nur  durch  den  Werth  unterscheiden,  welchen  das  Verhältniss  -7-  hat, 

k 

und  in  (9)  k  und  /  nicht  vorkommen,  so  bleibt  q^q"  für  alle  durch 
{x',  y')  gehenden  Geraden  constant;  wir  haben  also  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  festen  Punkt  u  (Fig.  20)  meh- 
rere Gerade,  von  denen  jede  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
ttj  ß;  a',  ß  u.  s.  w.  trifft,  so  sind  die  Producte  der  Ent- 
fernungen ua.uß;  ua\uß^  u.  s.  w.  einander  gleich.  —  Zu 
diesen  Producten  gehört  für  einen  äusseren  Punkt  u  das  Quadrat 
der  von  u  an  den  Kreis  gelegten  Tangente  wa"  ;  für  einen  inneren 
Punkt  u  das  Quadrat  m«''  der  halben  Sehne  a"/5",  welche  auf 
dem  durch  u  gehenden  Durchmesser  senkrecht  steht,  und  die 
kleinste  von  allen  durch  u  gezogenen  Sehnen  ist. 

Wir  nennen,  nach  Steiner,  dies  constante  Product  mit  dem 
+  oder  —  Zeichen  versehen,  je  nachdem  {x\  y')  oder  der  feste 
Punkt  u  ausserhalb  oder  zwischen  den  Durchschnittspunkten  hegt, 
die  Potenz  des  Punktes  u  in  Bezug  auf  den  Kreis;  die  rechte  Seite 
in  (9)  ist  ihr  analytischer  Ausdruck.  Ist  0  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  so  ist  nach  (9)  die  Potenz  des  Punktes  u  gleich  Ou  —  r'; 
sie  ist  also  positiv  für  Punkte  ausserhalb  des  Kreises,  =  0  für 
Punkte  der  Kreishnie,  negativ  für  Punkte  innerhalb  des  Kreises, 
was  mit  dem  Obigen  übereinstimmt. 

§.    30.      System   von    zwei    und    drei    Kreisen,    Linie 
gleicher  Potenzen. 
Sind: 

(1)  (x-py  +  (y-qy~r'  =0, 

(2)  ix-pr+(y~qr-r'''  =  0, 

die  Gleichungen  zweier  Kreise,  so  werden  für  die  Coordinaten  ihrer 
Durchschnittspunkte  beide  Gleichungen,  also  auch  irgend  eine 
Folgerung  aus  ihnen  gültig  sein  (Vergl.  §.  14).  Zieht  man  (1) 
und  (2)  von  einander  ab,  so  erhält  man  eine  Gleichung  erster  Ord- 
nung, welcher  demnach  die  Schnittpunkte  beider  Kreise  genügen: 
(3)       2(p'-p)x+2(q'-q)y+p'+q'-r''-{p''+q''-n  =  0. 
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Umgekehrt  jedes  Werthepaar  von  x  und  y,  das  den  Gleichungen 
(1)  und  (3)  genügt,  wird  auch  der  Gleichung  (2)  genügen,  weil  (2)  eine 
Folgerung  aus  (1)  und  (3)  ist.  Da  (3)  als  Gleichung  erster  Ordnung 
die  Gleichung  einer  Geraden  ist,  so  gehen  also  die  beiden  Kreise 
(1)  und  (2)  und  die  Gerade  (3)  durch  dieselben  Punkte,  d.  h.  wenn 
(1)  und  (2)  sich  schneiden,  so  ist  (3)  die  Gleichung  der  gemein- 
schaftlichen Sehne.  Man  überzeugt_sich  leicht,  dass  (3)  und  die 
Verbindungslinie  der  beiden  Mittelpunkte,  nämlich: 

(4)  {q'-q)x  —  {p'—p)y-\rp'q-pq'  =  0, 
auf  einander  senkrecht  stehen.  Berühren  sich  die  beiden  Kreise,  oder 
fallen  die  Schnittpunkte  in  einen  zusammen,  so  genügen  die  Goor- 
dinaten  desselben  immer  noch  der  Gleichung  (3),  und  weil  (3)  auf  der 
Gentrale  (4)  senkrecht  steht,  so  ist  (3)  die  Gleichung  der  gemeinschaft- 
lichen Tangente.  Es  fragt  sich  nun,  welches  die  Bedeutung  von  (3) 
ist,  wenn  die  Kreise  (1)  und  (2)  sich  nicht  schneiden,  denn  offen- 
bar ist  (3)  unter  allen  Umständen  eine  construirbare  gerade  Linie. 
Nach  §.  29  ist  die  Potenz  irgend  eines  Punktes  {x,  y)  in  Bezug 
auf  den  Kreis  (1)  gleich  {x  —  py-\-{y  —  qy—r'',  und  ähnhch  für 
den  Kreis  (2).  Soll  nun  ein  Punkt  {x,  y)  in  Bezug  auf  beide  Kreise 
gleiche  Potenz  haben,  so  muss  sein: 

d.  h.  da  diese  Gleichung  mit  (3)  übereinstimmt,  der  Punkt  {x,  y) 
muss  auf  der  Geraden  (3)  hegen  und  umgekehrt,  jeder  Punkt  dieser 
Geraden  hat  die  J^erlangte  Eigenschaft.     Also : 

I.  Der  Ort  aller  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  zwei 
Kreise  gleiche  Potenzen  haben,  ist  eine  Gerade,  die  auf 
der  Centrale  senkrecht  steht;  schneiden  sich  die  bei- 
den Kreise,  so  ist  die  Linie  gleicher  Potenzen  (zuweilen 
Radicalaxc  genannt)  die  gemeinschaftliche  Sehne,  be- 
rühren sie  sich,  so  ist  sie  die  gemeinschaftliche  Tan- 
gente. 

Sucht  man  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  von  (1)  und 
(2),  so  werden  dieselben  für  den  Fall,  dass  die  Kreise  sich  nicht 
schneiden,  imaginär ;  genügen  aber  natürlich  noch  der  Gleichung  (3), 
weil  sie  (1)  und  (2)  befriedigen;  man  sagt  deshalb  auch,  die  Kreise 
schneiden  sich  in  zwei  imaginären  Punkten,  für  w^elche  freilich 
eine  geometrische  Darstellung   nicht  möglich   ist.     Die  Gerade~^[3]' 
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heisst  daher  in  diesem  Falle  eine  imaginäre  oder  ideale 
Secante  beider  Kreise.  Da  die  Potenz  eines  äusseren  Punktes  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  das  Quadrat  der  von  dem  Punkte  an  den 
Kreis  gelegten  Tangente  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  Tangenten, 
welche  von  einem  Punkte  der  Linie  gleicher  Potenzen 
an  zwei  Kreise^elegt  sind,  gleich  sein  müssen. 
Es  sei  die  Gleichung  eines  dritten  Kreises: 

(5)     (x-p'r+iy~q'r-r"'  =  0; 

bezeichnen  wir  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1),  (2),  (5)  mit 
U,  U',  U",  so  sind: 

(6)     U-~U'=^0,       (7)     U-U"  =  0,       (8)     U'-U"  =  0 

die  Linien  gleicher  Potenzen  zwischen  dem  ersten  und  zweiten,  dem 
ersten  und  dritten,  und  dem  zweiten  und  dritten  Kreise;  da  jede  dieser 
Gleichungen  (z.  B.  8)  als  eine  Folge  der  beiden  anderen  (von  6 
und  7)  angesehen  werden  kann,  so  wird  die  gemeinschaftliche  Lö- 
sung je  zweier  auch  die  dritte  befriedigen,  d.  h.  die  drei  Geraden 
(6),  (7),  (8)  gehen  durch  einen  Punkt  (§.  14),  oder: 

IL  Die  drei  Linien  gleicher  Potenzen  von  je  zweien 
dreier  Kreise  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Wir  übergehen  die  Discussion  einzelner  Fälle,  in  welchen  die 
Sätze  dieses  Paragraphen  Ausnahmen  erleiden ;  so  haben  z.  B.  zwei 
concentrische  Kreise  keine  Linie  gleicher  Potenzen,  drei  Kreise,  deren 
Mittelpunkte  in  einer  Geraden  liegen,  keinen  Punkt  gleicher  Potenzen. 

Sind  U  und  U'  zwei  sich  nicht  schneidende  Kreise,  so  kann 
ihre  Linie  gleicher  Potenzen  durch  Satz  IL  leicht  gefunden  werden. 
Beschreibt  man  einen  Kreis  U",  der  sowohl  U  als  U'  in  zwei  Punkten 
schneidet,  und  treffen  sich  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  U 
und  U",  U'  und  U"  in  a,  so  geht  auch  die  Linie  gleicher  Po- 
tenzen von  U  und  U'  durch  a;  man  kann  nun  entweder  einen 
zweiten  Punkt  dieser  Geraden  auf  dieselbe  Weise  finden,  oder  von 
a  auf  die  Centrale  von  U  und  U'  ein  Loth  fällen. 

Berührt  der  Kreis  U'  den  Kreis  U  in  einem  Punkte  «,  und 
schneidet  U"  den  Kreis  U'  in  a  und  b,  und  U  in  c  und  d,  so 
gehen  die  Ta-ngente  von  U  im  Punkte  a  und  die  Geraden  ab  und 
cd  durch  einen  Punkt  u.  Dieser  Punkt  bleibt  derselbe,  wenn  statt 
des  Kreises  U"  ein  anderer  durch   a  und  b  gehender  beschrieben 
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wird,  weil  u  schon   als  Durchschnitt  der  Tangente  in  a  und  der 
Geraden  ab  bestimmt  ist. 

Soll  umgekehrt  ein  Kreis  beschrieben  werden,  der  durch  zwei 
gegebene  Punkte  a  und  b  geht,  und  einen  gegebenen  Kreis  U  be- 
rührt, so  lege  man  durch  a  und  b  irgend  einen  Kreis  U'^,  der  U 
in  c  und  d  schneidet,  und  verlängere  ab,  cd,  bis  sie  sich  in  u 
treffen.  Legt  man  alsdann  von  u  eine  Tangente  ua  an  den  gege- 
benen Kreis  U,  und  ist  a  der  Berührungspunkt,  so  wird  der  durch 
a,  b  und  a  gehende  Kreis  U'  der  verlangte  sein.  Solcher  Kreise 
U'  giebt  es  demnach  zwei. 
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Die     Ellipse. 

§.  31.  Der  Ort  aller  Punkte  G  (Fig.  21),  für  welche  die 
Sunnne  der  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  festen  Punkten  F 
und  F'  Consta nt  ist,  heisst  eine  Ellipse,  die  Punkte  F  und  F' 
heissen  die  Brennpunkte,  ihre  Entfernung  die  Excentricität; 
zwei  Gerade,  me  FG,  F'G,  heissen  Radien-Vectoren  oder  Leit-. 
strahlen. 

Aufgabe.     Die  Gleichung  der  Ellipse  aufzustellen. 

Es  sei  FF'  =  '2e,  die  constante  Summe  FG  -f  FG  ~  2a,  und 
weil  FG  -f-  FG  >  FF,  so  ist  a  >  e.  Die  Gerade  FF'  nehmen  wir 
als  ic-Axe,  0  die  Mitte  von  FF'  als  den  Anfangspunkt  der  recht- 
winkligen Coordinaten;  die  Abscisse  von  F  sei  -\-e,  die  Coordi- 
naten  von  G  seien  x  und  y;  dann  hat  man: 

GF=]/(x-ey+f,     GF  =  }^ix-^er-f^; 
also  ist  die  Gleichung  der  Ellipse: 


(1)     ^{x-ey+fi-^(x  +  ey-^y'  =  2a. 

Um  neue  Eigenschaften  der  Ellipse  zu  finden,  machen  wir  (1) 
rational  und  setzen  x^-\-y^-\-e^  =  m,  so  wird  (1): 

(2)     }'m  —  2xe  -{-  ]'m  -\-  2xe  =  2a; 
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und  wenn  man  quadrirt: 


(3)  2m  +  2  }/m'-  ix'e'  =  Aa\ 
woraus: 

(4)  (m-2ay  =  m'—Ax'e\ 
Durch  Auflösung  der  Klammern  erhält  man: 

a*- 
also: 

(5)     a' (a'~  e')  =  (a'-  e'')x'+  a>^ 
Setzt  man: 

(6)     a'-  e'  =  h\ 
und  dividirt  (5)  durch  a^h"^,  so  kommt  als  Gleichung  der  Ellipse: 

(7)     -^  +  11^1 

Eine  andere  Ableitung  von  (5)  ergiebt  sich  aus  §.  40,  Form.  1 — 4. 

Zusatz  1.  Man  darf  Gleichung  (7)  statt  (1)  gebrauchen,  weil 
man  von  (7)  auf  (1)  zurückschliessen  kann,  vorausgesetzt,  dass 
a  >  e  ist.  Man  folgert  aus  (7)  ohne  Schwierigkeit  (4) ;  aus  Glei- 
chung (4)  durch  Wurzelausziehen  und  Multiplication  mit  2: 

2m  +  2}/m'— 4icV  =  Aa\  oder:  {]/m-\-2ex±  \/m~  lex)'  :=  4a'; 

d.  h.  für  jeden  Punkt  der  Gurve  (7)  oder  (5)  ist  entweder 
{FG  +  FGy  =  Aa\  oder  (FG-FG)'  =  4a';  die  zweite  Annahme 
ist  aber  unzulässig;  denn  nach  einem  elementaren  Satz  ist  FG—FG 
oder  FG~FG  (je  nachdem  FG^FG)  kleiner  als  FF,  also 
(FG-FG)'<:4e\  und  wenn  e  <  a,  kann  {FG-FGf  nicht 
=  4a'  sein,  es  bleibt  daher  nur  FG-{  FG  =  2a  oder  Gleichung  (1). 

Zusatz  2.  Da  (7)  nur  die  Quadrate  der  Coordinaten  ent- 
hält, so  werden,  wenn  ein  Punkt  (x,  y)  auf  der  Gurve  liegt,  auch 
die  Punkte  (—x,  y),  {x,  —y),  {—x,  —y)  sich  auf  ihr  befinden; 
diese  bilden  mit  {x,  y)  ein  zu  den  Axen  symmetrisches  Rechteck, 
wie  GG^G^G^  (Fig.  21).  Die  Ellipse  besteht  demnach  aus  vier  con- 
gruenten  Quadranten;  jede  durch  0  gehende  Sehne  GG^  wird  in  0 
halbirt  und  heisst  daher  ein  Durchmesser,  so  wie  0  der  Mittel- 
punkt der  Ellipse.  Zwei  zu  den  Axen  symmetrisch  gelegene 
Durchmesser  sind  einander  gleich;  z.  B.  GG^^  Gfi^'    Für  die  Durch- 
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x' 


schnitte  der  x-k\Q  mit  der  Ellipse  ist  ?/  =  0,   also  -^  =  1 ,   und 

Ci 

X  —  +a;  dies  sind  die  Abscissen  zweier  Punkte  A,  A\  deren 
Distanz  =2a,  also  gleich  der  constanten  Summe  FG-\-F'G  ist; 
ebenso  findet  man  für  die  Durchschnitte  der  y-Axe  mit  der  Curve, 
B  und  B',  x  =  {),  y  =  ±b,  ÄA'  heisst  die  grosse,  BB'  die 
kleine  Axe  der  Curve;  ihre  Endpunkte  die  Scheitel.    Da  wegen 

x^  1/^ 
Gleichung  (7)  die  Summe  der  positiven  Brüche  —2-,  -p-  der  Ein- 
heit gleich  sein  muss,  so  kann  jeder  von  ihnen  dieselbe  nicht  über- 
schreiten ;  also  ist  der  numerische  Werth  von  x  kleiner  oder  gleich  a, 
und  von  y  kleiner  oder  gleich  b,  und  die  Elhpse  liegt  ganz  inner- 
halb eines  Rechtecks,  für  welches  A  und  A',  B  und  B'  die  Mitten 
der  Gegenseiten  sind. 

§.  32.     Construction  der  Ellipse   durch  Punkte.     Aus 


y 


der  Gleichuns'  der  Ellipse  folgt  ir  =  -^-{a^ — x"^)  oder  - 

'   ""  ^         ^  -^        a'  '  ^  {a^x){a—x) 

b' 

=  —IT'    In  Fig.  21  ist  AJ  =  a—  x,  A'J  =  a-\-x;  also  haben  wir 

den  Satz: 

1.  In  der  Ellipse  verhält  sich  das  Quadrat  der  Or- 
dinate zu  dem  Rechteck  der  Segmente  der  grossen  Axe 
wie  b^  zu  a^. 

Für  b  =-  a  Avird  die  Ellipse  ein  Kreis;  beschreibt  man  daher 
über  AA'  (Fig.  21)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  und  bezeichnet 
die  zu  derselben  Abscisse  OJ  gehörende  Kreisordinate  JD  mit  Y, 

so  ist  F^  =  a'^—x^j  woraus  y^  =  —^Y'\   und  ~r  =  — ,  d.  h.: 

IL  Wird  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  ein 
Kreis  beschrieben,  so  verhalten  sich  die  Eilipsenordi- 
dinaten  zu  den  entsprechenden  Kreisordinaten  wie  die 
kleine  Axe  zur  grossen. 

Aehnhche  Sätze  wie  I.  und  II.  finden  in  Bezug  auf  die  kleine 
Axe  statt. 

Beschreibt  man  demnach  über  AA'  und  BB'  (Fig.  22)  als 
Durchmesser  zwei  Kreise,  zieht  vom  Mittelpunkte  0  eine  Gerade, 
welche  den  ersten  Kreis  in  D,  den  zweiten  in  D'  schneidet,  ferner 
von  D  eine  Parallele  zu  BB'  und  von  D'  eine  Parallele  zu  AA',  so 
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ist  ihr  Durchschnitt  G  ein  Punkt  der  über  AA'  und  BB'  als  Axen 
beschriebenen  Ellipse;  denn  GJ :  DJ  =  D'O  :  DO  :=  b  :  a. 

Zieht  man  von  G  zum  Radius  DO  eine  Parallele,  welche  AA' 
in  K,  BB'  in  L  trifft,  so  ist  GK=  D'O  =  b,  GL  =  DO  =  a. 
Trägt  man  auf  AA'  die  Länge  JIC  =  JK  ab,  und  zieht  die  Ge- 
rade K'G,  welche  BB'  in  L'  trifft,  so  sind  die  Dreiecke  GKK',  GLL' 
gleichschenklig,  also  wiederum  GK'  =  h,  GL'  =  a.  Stellt  man  sich 
diese  Constructionen  für  alle  Punkte  der  Ellipse  wiederholt  vor,  so 
erhält  man  den  Satz: 

III.  Bewegt  sich  eine  Gerade  von  constanter  Länge 
{KL  oder  K'L')  so,  dass  ihre  Endpunkte  stets  auf  zwei 
rechtwinkligen  Axen  bleiben,  so  beschreibt  ein  Punkt 
G  dieser  Geraden  eine  Ellipse,  deren  Axen  den  Entfer- 
nungen des  Punktes  G  von  den  Endpunkten  der  con- 
stanten  Länge  gleich  sind  {GK  und  GL  oder  GK'  und  GL'). 
Der  Punkt  G  kann  ebensowohl  auf  der  constanten  Länge  selbst 
(wie  auf  K'L'),  als  auch  auf  deren  Verlängerung  liegen  (wie  auf 
KL). 

§.  33.     Durchmesser   der  Ellipse.     Ist   2cl  der   durch  G 
gehende  Durchmesser,  also  (Fig.  22)  OG  —  d,  und  die  positive  Dre- 
hung von  OA  nach  OG  =  cp ,  also  die  Coordinaten  von  G  gleich 
dcoscp,  dsinrpy  so  ist  wegen  der  Gleichung  der  Ellipse: 
rf^cosfjp^        d^sin(f'' 


.2 

=    1. 


woraus : 


1         coso)     ,    smtt  ,  ,2  ^  ^ 

(1)     — T- — f--\ r^7     oder:     d   =  t^ -, — ^—. r* 

^  ^      d'  a"      ^      b-  6  C0S9  -f-a  smr^ 

Der  Nenner,  welcher  =  6'+ (a"*— 6')sin(jp^  ==  ö'+ß'sinfjp', 
ist  am  kleinsten  für  q)  =  0  und  =  180",  am  grössten  für  (f  =  90° 
und  =  270°;  also  ist  umgekehrt  die  grosse  Axe  der  grösste,  die 
kleine  Axe  der  kleinste  Durchmesser  der  Ellipse.  Steht  der  Durch- 
messer 2d'  auf  2d  senkrecht,  so  hat  (p  für  ihn  einen  um  90° 
grösseren  Werth,  und  weil  cos(90°4-9)  —  —  sin^,  sin(90°+<iP) 
=  cos<jp,  so  ist: 

1         sinrp^      cos^jp'^ 


(2) 


d"  ~     a'     ^     b' 


1111 

Addirt  man  (1)  und    (2),    so   kommt   -rr  +  ;772- = -t  ~1- -7-2- ^ 

(l         et  du 
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d.  h.  für  je  zwei  rechtwinklige  Halbmesser  ist  die  Summe 

1         1 

der  reciproken  Quadrate  constant  =-^  +  -r2-* 

§.  34.  Conjugirte  Durchmesser.  Der  Durchmesser  LL' 
(Fig.  23)  halbire  die  Sehne  PP'  in  Q;  wir  setzen  PF  =  2m, 
OQ  =  t  und  die  positive  Drehung  der  -]-x-k\e  nach  OQ  =  cp; 
es  sei  ferner  tp  der  im  positiven  Sinne  gezählte  Winkel  zwischen 
einer  durch  Q  zur  -l-a:-Axe  parallel  gezogenen  Linie  und  QP. 
Sind  (Xj  ?/),  (x'j  y')  die  Coordinaten  von  P  und  Q  auf  das  bisherige 
Axensystem,  (X,  F)  die  Coordinaten  von  P  auf  ein  gleich  gerich- 
tetes mit  dem  Anfangspunkte  Q,  so  ist: 

X=x  —  x',     Y  =  y  —  y';     X=^  ucosip,     Y  =  usmxp; 
x' =  tcos(p,     y'  =  tsincp; 
woraus: 

(1)     X  =  tcoscp-\-ucosyjy     y  —  ts'mq>-{-usinip. 

Für  den  Punkt  P'   oder  (ajp  y^)  ist   180"+ V^   statt  yj  zu  setzen, 
also: 

(2)     x^  =  t  cos  cf  —  wcosi^»,     ?/j  =  tsm(f'  —  uslnxfj. 

Beide  Werthepaare  müssen  der  Gleichung  der  Ellipse  genügen, 
also  hat  man,  wenn  man  sie  einsetzt  und  ordnet: 

2/cos(jp^  L  ^^"^/'^^i  o    f  cos  9)  cos  1//  ^^   sin<3fsini/^  \ 
t  ^-^,       H  --^^J  +  2tu[^  -,  H  ^,  J 

/cost^^      sinj^N 
„/'cosqp^      s'm(f^\  (  cos y cos ^         sin y sin i/^  \ 

<  ^-^^ + -p-;  -  ^^^\     ^^      +  —5^      ; 

Addirt  und  subtrahirt  man  diese  Gleichungen,  so  bekommt  man 
statt  ihrer: 

(3)     <<^V^)  +  «<äV^)  =  1. 

COS (^ cos T//         sin (jp sin?/;    _ 
(4)  -^  I  -,  _U, 
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woraus : 

(5)     lang  rp  tang  xp  = ^' 

CL 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  zu  allen  Sehnen,  für  welche 
tang  ip  dasselbe  ist,  d.  h.  zu  allen  parallelen  Sehnen,  derselbe  Werth 
von  q),  d.  h.  derselbe  Durchmesser  gehört;  oder: 

I.  Die  Mitten  der  parallelen  Sehnen  einer  Ellipse 
liegen  auf  einem  Durchmesser. 

Da  die  Gleichung  (5)  zwischen  tang  9  und  tangi//  symmetrisch 
ist,  so  muss,  wenn  die  parallelen  Sehnen  mit  der  -\-x-A\e  den 
Winkel  <jp  bilden,  der  sie  halbirende  Durchmesser  mit  ihr  den 
Winkel  xp  (oder  ISO'^-^-rp)  einschliessen,  d.  h.: 

II.  Zieht  man  Sehnen,  die  zu  dem  in  I.  erwähnten 
Durchmesser  parallel  sind,  so  werden  diese  wiederum 
von  einem  Durchmesser  halbirt,  der  den  in  I.  erwähnten 
Sehnen  parallel  ist. 

Zwei  Durchmesser  LL',  MM',  von  denen  jeder  die 
Sehnen  halbirt,  die  dem  anderen  parallel  sind,  heissen 
conjugirte  Durchmesser.  Von  den  Winkeln  cp  und  xp,  welche 
die  auf  der  Seite  der  positiven  Ordinalen  befindlichen  conjugirten 
Halbmesser  OL,  OM  mit  der  -^  x-A\e  bilden,  ist  zufolge  (5)  der 
eine  nothwendig  ein  spitzer,  in  unserer  Figur  <jp,  der  andere  xp  ein 
stumpfer.     Aber   auch    der  Winkel  xp  —  (p  ist  noch   ein  stumpfer; 

denn  wegen  inugxp  = 5 ist: 

^  ^^  aian^(p 

(6)     tang(v/-rf)-   '""«'^-'""«'^    -        *'+«''''"fc"P' 


14- tang  1// tang  f/)  (a^— 6^)tangr^  ' 

also  tang(i/;— ^),  wenn  cp  ein  spitzer  Winkel  ist,  negativ.  Daraus 
folgt,  dass  die  kleine  Axe  einer  Ellipse  durch  die  stumpfen  Winkel 
zweier  beliebiger  conjugirter  Durchmesser,  und  die  grosse  Axe  durch 
die  spitzen  Winkel  derselben  geht.  —  Schreibt  man  statt  (6)  die 
Formel : 

CL  —  0 

SO  sieht  man,  dass  ising(xp  —  q))  unendlich  wird,  entweder  wenn 
a  ~  b,  oder  wenn  a>b,  sobald  9)  =  0  oder  ein  Vielfaches  von 
90"  ist,  d.  h.  im  Kreise  stehen  zwei  conjugirte  Durchmesser  immer 


aVi-^ 
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auf  einander  senkrecht,  in  der  Ellipse  sind  nur  die  beiden  Axen 
auf  einander  senkrechte  conjugirte  Durchmesser.  —  Setzt  man 
OL  =  a,  0M  =  ß,  so  ist  (§.  33,  Form.  1) : 


(a^.       1    _  cosrp^       sinqp^ 

1         cost//^ 

1    sin  ifj"^ 

dadurch  verwandelt  sich  (3)  in: 

•       «2     1     m 

=  1. 

a 

Nun  sind  aber  t  und  u  die  schiefwinkligen  Coordinaten  von  P 
für  die  Coordinatenaxen  LL'^,  MW;  folglich: 

111.  Die  Gleichung  einer  Ellipse,  auf  die  conjugirten 
Durchmesser  2a  und  2ß  als  x-  und  ?/-Axen  bezogen,  ist: 

2  2 

Aus  den  drei  Gleichungen  (6*)  und  (4)  lassen  sich  die  Winkel  q) 
und  \jj  eliminiren,  und  man  erhält  eine  Gleichung  zwischen  je  zwei  con- 
jugirten Durchmessern  und  den  Axen  der  Ellipse.  Die  erste  Gleichung 

.o.s  ,  .  1  1  — sinop^    ,    sincp^ 

(6*)  lässt  sich  schreiben  — ^  = -ö-^ — tf" ,  woraus: 

^    ^  a^  ah 

i  a\a'-b')  sin  cp'  =  b\a'-a% 
^'  ^     \ß' (a--~ h') sin xjj'  =  b' (a'-  ß'), 
und  ähnlich : 

a-  (a'-  b')  cos  cp''  =  a'  («'-  b% 
ß' (a'- b')  cos  tfj'  =  a\ß'-b'), 

Subslituirt  man   diese  Werthe  in  (4)  oder  in: 
coscp'^cosxfj'^        smcp^smxp'^ 


so  kommt: 
oder: 


a'  ~  6* 


a*—  &*_  {a"-  W)  {a--  ß')  =  0, 

und   wenn    man   durch  den  nicht  verschwindenden  Factor  a^—  b^ 
dividirt: 

(8)     a'+b'  =  a--\-  ß\  d.  h.: 
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IV.  Die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirter 
Durchmesser  ist  constant  und  der  Summe  der  Quadrate 
der  Axen  gleich. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (6*),  so  kommt  mit  Hilfe  von 
(§.  22,  Form.  6): 

1     __/ cos  cp  cos  xp       smcpsmyj\^      /"cos  cp  sinip  — sin  cp  cos  rp\^ 

welche  Gleichung  wegen  (4)  in  a'^ß^^sm{\p —  cpY  =  a^b"^  übergeht. 
Bezeichnen  wir  demnach  den  Winkel  zwischen  den  Durchmessern, 
der,  wenn  ip  :>  (p,  gleich  \p  —  cp  ist,  mit  {a,  /9),  so  kommt : 

(9)     aßsm{a,ß)  =  ah; 
in  Worten: 

V.  Das  Parallelogramm  zwischen  zwei  conjugirten 
Durchmessern  hat  einen  constanten  Inhalt  und  ist  dem 
Rechteck  zwischen  den  Axen  gleich. 

Anm.  Weil  2aß  =::  a'-\- ß'—ia  -  ßf  =-.  a'-\-h''—{a- ß)\ 
so  kann  man  statt  (9)  schreiben: 

(10)     sinK/9)  =  ^5:-^^-^. 

Die  rechte  Seite  von  (10)  erhält,  wenn  a  =  ß,  den  kleinsten 
Werth;  damit  a  =  ß  werde,  müssen  die  conjugirten  Durchmesser 
2a  und  Iß  gegen  die  Axen  gleich  geneigt  sein,  daraus  folgt,  dass 
in  (5),  wenn  (p  den  spitzen  Winkel  bedeutet,  t/>  =  ISO'' — cp,  oder 

tangi/^  =  —  tang^  zu   setzen   ist,    also  tang(^  =  — ;    ferner  folgt 

aus  (8),  wenn  a  =  ß,  dass  a  =  1/ Fassen  wir  dies  zu- 
sammen, so  sehen  wir,  dass  die  Diagonalen  des  Rechtecks, 
welches  die  Scheitel  der  Ellipse  zu  Mitten  der  Seiten 
hat,  die  beiden  gleichen  conjugirten  Durchmesser  be- 
stimmen, und  dass  diese  unter  allen  conjugirten  Durch- 
messern den  kleinsten  Winkel  mit  einander  bilden. 

§.  35.  Bestimmung  der  Axen  aus  zwei  conjugirten 
Durchmessern.  Sind  2a  und  2/?  zwei  sich  gegenseitig  halbirende 
Gerade,  w  der  spitze  Winkel,  den  sie  bilden,  so  giebt  es  jedesmal  eine 
und  nur  eine  Ellipse,  von  der  diese  Geraden  conjugirte  Durchmesser 
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sind;  denn  man  kann  immer  und  nur  auf  eine  Weise  die  Geraden 
a,  h,  wo  a^h  sein  möge,  und  den  spitzen  Winkel  g)  <^w  durch 
die  Gleichungen  bestimmen  (§.  34,  Form.  6*,  8,  9): 

1    _  cos  cp''    ,    sin  y ^  ^ 

V^/  -.2     ^2 


_         (2)        «^+6^:::=«^+^; 

(3)     ab  =  aßs'mw. 
Die  Gleichungen   (2)   und   (3)   geben    die  Grössen  der  Axen, 
denn  man  hat: 

weil  cos(90°-|-^)  =  —sin 2^. 


a-b  =  }^a'+ß'-2aßsmw  =  ya''+/^~- 2a/?cos(90"-«^?). 

Ist  in   Fig.  24   Winkel  LOM  =  w,   MO  =  ß,   LO  =  a,  und 

fällt  man  von  M  eine  Senkrechte  auf  OL,  trägt  auf  derselben  MK 
=  MK'  =  a  ab,  und  verbindet  K  und  K'  mit  0,  so  ist  W.  OMK' 
=  90'- w,  W.  OMK  =  90°+  w,  also  OK  =  a  +  b,  OK'  =  a-b, 
woraus  sich  a  und  b  ergeben. 

Um  aus  (1)  den  spitzen  Winkel  (p  zu  bestimmen,  welchen  die 
zwischen  LO  und  MO  liegende  grosse  Axe  mit  LO  oder  a  bildet, 
setzen  wir  OK  =  a-^b  =  u,  OK'  :=  a  —  b  =  v,  KK'  =  2a  —  m; 
dadurch  verwandelt  sich  (1)  in: 

cos  y^  sin  9>^     _    1 


oder: 


^^^      {u-\-cy   •   (u  —  vy        m'-' 


(5)     ^^-f  .^-2..cos2y  =  \(-+lK^_^Z^\  . 


Wenn  der  mit  OK'  um  0  beschriebene  Kreis  KK'  in  K'  und 
K",  OK  aber  und  dessen  Verlängerung  in  k'  und  k"  schneidet  (in 
der  Figur  sind  diese  Punkte  ausgelassen),  so  ist: 

(u  -\-v)(u  —  v) 


KK'-  KK"  =  Kk'-  Kk",     also :     KK"  = 


m 


Demnach  ist  in  Folge  von    (5)   2(p  =.  W.  KOK"  =  OK"K'—  OKK' 

jrt j^ 

=r  K'—K.     Zieht  man  demnach  AO  so,  dass  W.  AOL  =  — ^ — , 

jzt TT         iftO" K K' 

also    KOA-r^m'-K'-l^-^:-^-—-^ — ^,    mit    anderen 
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Worten,  dass  OA  den  W.  KOK'  halbirt,  so  ist  OA  die  Richtung  der 
grossen  Axe.  Dass  OA  zwischen  OL  und  OM  fällt,  kommt  auf 
den  leicht  zu  beweisenden  Satz  zurück,  dass  in  jedem  Dreieck 
KOK'  die  Halbirungslinie  eines  Winkels  zwischen  der  Höhe  (OL) 
und  der  Ti'ansversale  (OM)  nach  der  Mitte  der  Gegenseite  liegt. 

Der  Beweis,  aber  nicht  die  Construction,  bedarf  einer  geringen 
Modification,  wenn  OL  ausserhalb  des  Dreiecks  KOK'  fällt. 

Anm.  Die  vorhergehenden  Entwickelungen ,  verbunden  mit 
§.  34,  III.,  zeigen,  dass  die  auf  schiefwinkhge  Goordinaten  sich  be- 
ziehende Gleichung: 

(6)     $  +  f  =1 

immer  eine  Ellipse  darstellt,  für  welche  die  Goordinatenaxen  con- 
jugirte  Durchmesser  sind.  In  Folge  derselben  lassen  sich  einige 
der  in  §§.  31  und  32  gegebenen  Sätze  verallgemeinern;  so  kommt 
an  Stelle  von  §.  32,  II.  folgender  Satz: 

Fällt  man  von  den  Punkten  eines  Kreises  Ordinalen  auf  einen 
Durchmesssr,  verkürzt  oder  verlängert  dieselben  nach  einem  con- 
stanten  Verhältnisse,  und  lässt  sie  sämmtlich  um  ihi'e  Fusspunkte 
den  Winkel  w  beschreiben,  so  dass  sie  nach  der  Drehung  wieder 
parallel  sind,  so  liegen  die  Endpunkte  der  Ordinatcn  jetzt  auf  einer 
Ellipse. 

§.  36.  Aufgabe.  Die  Gleichung  der  Tangente  an 
einem  Punkte  der  Ellipse  aufzustellen   (vgl.  §.  28). 

Es  sei  die  Gleichung  der  Ellipse,  auf  ein  System  conjugirter 
Durchmesser  bezogen : 

(1)  i+f  =  u 

und  die  Gleichung  irgend  einer  durch  (x',  y')  gehenden  Geraden: 

die  Goordinaten  eines  Durchschnittspunktes  von  (1)  und  (2)  sind: 

(3)     x  =  x'+ke,    y^y'+h, 
wo  £  eine  Wurzel  ist  der  Gleichung: 

J  oachl ms llial  Elemente.    2.  Aufl.  ^ 
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Da   (4)   vom  zweiten  Grade   ist,    so   haben   eine  Ellipse   und 
eine  Gerade  höchstens  zwei  Punkte  gemein.    Ist  (x',  y')  ein  Ellipsen- 

punkt,  also  — j-  -|-  -^  —  1  =  0,  so  verwandelt  sich  (4)  in : 
a  p'  •  ^  -' 

<=)  •K^+f)+<5^+f)l=»- 

Hieraus  ergeben  sich  die  zwei  Werthe  von  e: 

kx'       ly' 
6  =  0     und:     s  = —1  ^ 


a'  ~^  ß' 


Der  erste  Werth,  in  (3)  eingesetzt,  giebt  x  —  x',  y  =  y%  d.  h. 
ein  Durchschnittspunkt  fällt  in  (x',  y').  Damit  auch  der  zweite 
Durchschnitt  in  (x',  y')  falle,  oder  (2)  Tangente  werde,  muss  der 
zweite  Werth  von  e  auch  =  0  sein,  dies  giebt: 


(6)     ^  +  -^  =  0,     oder:     ±  = 


/SV 


2,,f 


ß'         '  k  cc'y 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (2)  oder  in  y  —  y'  =^  ~r- (x  —  x') 
ein ,     so    kommt    y  —  y'  —  —  ^  ^  ^  (x  —  x') ,     oder :    a'^yy'  +  ß'xx' 

XX^         1J)l^  X  11 

=  ccY'-\-ß'x",   woraus  -^+^  =  -^  +  ^^   "^^  ^^^^^  (^'^  2/') 
auf  der  Ellipse  hegt,  schliesshch: 

,_.      xx'    .    t/y'         . 

dies  ist  also  die  Gleichung  der  Tangente  am  Punkte  (x',  y') 
der  Ellipse. 

§.  37.  Eigenschaften  der  Tangente.  Nimmt  man  den 
durch  einen  Punkt  der  Ellipse  L  (Fig.  23)  gehenden  Durchmesser 
als  ic-Axe,  den  conjugirten  als  ?/-Axe,  so  wird  für  den  Berührungs- 
punkt x'  =  cc,    y'  =  0;    also   die  Gleichung   der  Tangente   (§.  36, 

X 

Form.  7)  —  ==  1,  oder  x  =  a;  dies  ist  aber  die  Gleichung  einer 

Parallelen  zur  t/-Axe,  also: 

I.     Die   Tangente   an   einem    Punkte    der   Ellipse    ist 
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parallel  dem  Durchmesser,  welcher  dem  durch  den  Be- 
rührungspunkt gehenden  conjugirt  ist,  also  auch  den 
Sehnen,  die  der  letztere  halbirt. 

II.  Die  Tangenten  an  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers sind  einander  parallel. 

Demnach  lässt  sich  §.  34,  V.  folgendermassen  aussprechen: 

III.  Die  Tangenten  an  den  Endpunkten  zweier  con- 
jugirten  Durchmesser  bilden  ein  Parallelogramm  von 
constantem  Inhalte. 

Die  Tangente  am  Punkte  (x',  y')  schneidet  von  der  aj-Axe 
das  Stück  —f-  ab;  derselbe  Axenabschnitt  gehört  zur  Tangente  am 

X 

Punkte  {x'y  —  y').  Die  Sehne  PP, ,  welche  zwei  Punkte  {x',  y'), 
{x',  —y')  verbindet,  wird  von  der  ic-Axe  halbirt,  folglich: 

IV.  Der  Durchschnitt  R  zweier  Tangenten  liegt  auf 
der  Verlängerung  des  Durchmessers  LV,  welcher  durch 
die  Mitte    Q    der   Berührungssehne    geht,    und    zwar    ist 

T)V 

OR  =  ^     ,    oder    R^    L,    Q,    V    sind    vier    harmonische 

Punkte  (§.  26). 

Da  OR  durch  die  drei  Punkte  L,  Q,  L'  schon  vollkommen  be- 
stimmt ist,  so  haben  wir  den  Satz: 

V.  Beschreibt  man  über  der  Geraden  LL' als  Durch- 
messer zwei  beliebige  Ellipsen,  und  zieht  durch  einen 
Punkt  Q  von  LL'  in  jeder  Ellipse  eine  durch  LL'  hal- 
birte  Sehne,  so  gehen  die  vier  Tangenten  an  den  End- 
punkten durch  einen  Punkt  R  auf  der  Verlängerung 
von  LÜ. 

Anm.  Namenthch  also  treffen  sich  (Fig.  22)  die  Tangenten 
der  ElHpse  in  G  und  G^  und  die  Kreistangenten  in  D  und  D^  in 
einem  Punkte  der  grossen  Axe,  so  wie  die  Tangenten  in  G  und  D' 
in  einem  Punkte  der  kleinen. 

Vier  Tangenten  an  den  Endpunkten  zweier  Durchmesser  LU, 
mm'  (Fig.  25)  bilden  ein  Parallelogramm  ahcd.  Sind  MM',  W  die 
den  Seiten  desselben  parallelen  Durchmesser,  ferner  LO  =  a,  MO=ß 
und  x',  y'  die  Coordinaten  von  m  in  Bezug  auf  die  Axen  LL',  MM', 

4* 
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SO  ist  die  Gleichung  von  ab..^^-\-^  =z  1;   die  Gleichung   von 

cc  p 

ad..x  =  a;  die  Gleichung  von  bc..x=  —cc;  also  die  Abscisse  von 

a  gleich  a,  die  Ordinate  =  -— ( 1 )  =  La;  die  Abscisse  von 

y'  \         a  y 

h  =  —a,    die    Ordinate    =-i— (l-f-  — )  =  L'ö,    also    LaL'b 

1/'   V  a  / 

8^  /        x''^\  x'^       u'^  

=  ^(l  — ^),  oder  wegen  1  =  -5-  +  ^,  LaL'b  =  ß' =  0M\- 

ebenso  ist  ma .  m'd  =  Ol  ,  und  wegen  der  Congruenz  der  Vierecke 
OmbL'  und  Om'dL  ist  m'd  =  mb,  also  ma-mb  =  Ol  ;  oder: 

VI.  Werden  zwei  parallele  Tangenten  von  einer 
dritten  Tangente  geschnitten,  so  ist  das  Product  der 
Stücke  der  beiden  parallelen  Tangenten  von  den  Berüh- 
rungspunkten an  (La-L'b)  gleich  dem  Quadrate  des  Halb- 
messers {OM  ),  der  ihnen  parallel  ist,  und  das  Product 
der  Stücke  der  dritten  Tangente  {ma-mb)  gleich  dem 
Quadrate  des  Halbmessers  (0/  ),  welcher  der  dritten 
Tangente  parallel  ist. 

In  dem  eingeschriebenen  Parallelogramme  LmUm'  (Fig.  25) 
ist  der  Durchmesser,  welcher  zwei  Gegenseiten,  z.B.  Lm,  Vm', 
halbirt,  den  beiden  anderen  parallel;  also: 

VII.  Die  Geraden  {inL,  mL'),  welche  einen  Punkt  der 
Ellipse  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  LL'  ver- 
binden, sind  zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel. 

Da  b  und  d  auf  dem  Durchmesser  liegen,  welcher  mL',  m'L 
halbirt  (IV.),  so  ist  bd  dieser  Durchmesser  und  parallel  mL,  ebenso 
ac  parallel  mU,  oder: 

VIII.  Die  Diagonalen  eines  der  Ellipse  umschrie- 
benen Parallelogramms  bestimmen  dieRichtungen  zweier 
conjugirten  Durchmesser. 

Mit  Hülfe  von  VIII.  lässt  sich  VI.  etwas  anders  aussprechen. 

§.  38.  Constructioncn.  Aufgabel.  Den  Durchmesser 
zu  construiren,    der  einem  gegebenen  conjugirt  ist. 

Auflösung.  Man  ziehe  eine  Sehne,  die  dem  gegebenen  Durch- 
messer parallel  ist,  dann  ist  der  Durchmesser,  der  sie  halbirt,  der 
verlangte. 
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Aufgabe  IL.  An  einem  Punkte  L  der  Ellipse  eine 
Tangente  zu  ziehen. 

Auflösung.  1)  Man  bestimme  zu  dem  durch  den  Berüh- 
rungspunkt L  gehenden  Durchmesser  den  conjugirten,  und  ziehe 
durch  L  eine  Gerade,  welche  ihm  parallel  ist.  2)  Allgemeiner, 
man  ziehe  zwei  beliebige  conjugirte  Diameter  (2a,  2/5),  bestimme 
in  Bezug  auf  dieselben  die  Coordinaten  von  L:  x/  y',  trage  auf 
dem  Durchmesser  2a  vom  Mittelpunkte  aus  die  Distanz,  welche  die 

Tangente  — 2~  +  ~^~l  =  ^  ^on  der  a;-Axe  abschneidet,  nämhch 

— -,  ab  und  verbinde  deren  Endpunkt  mit  L.  Die  Construction  von 
x' 

a^ 

—  ist  ein  bekanntes  elementares  Problem.  3)  Man  errichte  über 
x^ 

der  grossen  Axe  einen  Kreis  (Fig.  22),  fälle  vom  Berührungspunkte 

G  ein  Loth  auf  die  Axe,  welches  den  Kreis  in  D  schneidet,  ziehe 

die  Kreistangente  in  B,  und  verbinde  den  Punkt,  wo  diese  die  grosse 

Axe  trifft,  mit  G  (§.  37,  V.  Anm.). 

Aufgabe  III.  Von  einem  Punkte  ß  ausserhalb  der 
Ellipse  Tangenten  an  dieselbe  zu  ziehen  (Fig.  23). 

Auflösung.  Man  ziehe  durch  R  und  den  Mittelpunkt  0  eine 
Gerade,   welche  mit   der  Ellipse   den  Durchmesser  LV  bestimmt; 

auf  ßO  construire  man  einen  Punkt  Q  so,  dass  OQ  =  und 

KU 

ziehe  durch  Q  eine  Sehne,  welche  dem  zu  LL'  conjugirten  Durch- 
messer parallel  ist,  dann  sind  ihre  Endpunkte  die  gesuchten  Be- 
rührungspunkte (§.  37,  IV.).  Eine  Verallgemeinerung  dieser  Con- 
struction bietet  der  folgende  Paragraph. 

§.  39.    Die  Berührungssehne.    Es  sei  {^,  rf)  ein  behebiger 

Punkt  in    der   Ebene   der  auf   conjugirte   Durchmesser  bezogenen 

X  ti 

Ellipse  -^-[--^  =  1.      Ist    {x*,   y')    der    Berührungspunkt    einer 

xx^      w?/' 
Tangente  ^  +^  =  1,  und  soll  die  Tangente  durch  (^,  tj)  gehen, 

so  ist  erforderlich  und  ausreichend,  dass  ^  +  -1^=1  sei; 
der  Berührungspunkt  {x\  y')  liegt  demnach  auf  der  Geraden: 
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(1)      ^^M  =  l 

Umgekehrt  wird  die  Tangente  jedes  Ellipsenpunktes,  der  auf 
der  Geraden  (1)  liegt,  durch  den  Punkt  (|,  t])  gehen,  und  da  (1) 
die  Ellipse  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  schneidet,  so  gehen 
durch  (^,  rj)  im  Allgemeinen  zwei  Tangenten,  und  (1)  ist  die  Glei- 
chung der  Geraden,  welche  die  Berührungspunkte  verbindet,  oder  die 
Gleichung  der  Berührungssehne.  Durch  Construction  ihrer 
Axonabschnittc  kann  man  sie  selbst,  und  somit  die  von  Q,,  ii)  an 
die  Ellipse  gezogenen  Tangenten  construiren.  —  Ist  {^,  tj)  ein  Punkt 
der  Curve,  so  ist  (1)  die  Gleichung  der  Tangente.  Sind  von  (1^,  i]) 
aus  keine  Tangenten  an  die  Curve  mögHch,  so  wird  dieselbe  von 
der  Geraden,  deren  Gleichung  (1)  ist,  nicht  mehr  geschnitten;  ihre 
geometrische  Bedeutung  werden  wir  später  kennen  lernen. 

Zieht  man  durch  den  Punkt  J  oder  (J_,  ?;)  (Fig.  26)  eine  Par- 
allele zur  a:-Axe,  und  schneidet  dieselbe  die  Ellipse  in  den  Punkten 
(x,  ?/)  und  ( — X,  rj)  oder  h  und  d,  die  Berührungssehne  (1)  in 
{l',  rj)  oder  c,  so  ist: 

„.  i-  ^  -  i.       a'^  ß'  ~    ' 

• 

folglich  x"^  =  Jl',  oder,  wenn  n  die  Mitte  von  hd,  nb  =  nc-nJ; 
d.  h.  J,  b,  c,  d  sind  harmonische  Punkte  (§.  26).  Da  nun  jede 
durch  J  gezogene  Gerade  einem  Durchmesser  parallel  ist,  den  man 
als  ic-Axe  annehmen  kann,  so  haben  wir  den  Satz: 

I.  Zieht  man  durch  den  Durchschnitt  J  zweier  Tan- 
genten eine  Secante,  so  bilden  die  Schnittpunkte  der- 
selben mit  der  Ellipse,  der  Schnittpunkt  mit  der  Berüh- 
rungssehne und  der  Punkt  J  vier  harmonische  Punkte, 
von  denen  die  beiden  letzten  so  wie  die  beiden  ersten 
conjugirt  sind. 

Die  Berührungssehnen  der  Punkte  (|,  ??),   (|,  ?/),    (^,  rj")  . . 

treffen  die  x-kxe  in  einem  Punkte,  dessen  Abscisse  =-^,  wäh- 

rend  die  Punkte  selbst  in  einer  Parallelen  zur  a:-Axe  liegen;  man 
kann  aber  für  jede  Gerade  AA'  (Fig.  27  und  27*)  ein  Paar  con- 
jugirte  Durchmesser  bestimmen,  deren  einer  MM'  der  Geraden  par- 
allel ist,  folglich : 
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II.  Legt  man  von  den  Punkten  einer  Geraden  AA' 
Tangentenpaare  an  die  Ellipse,  so  schneiden  sich  die 
Berührungssehnen  sämmtlich  in  einem  Punkte  J.  Der 
durch  J  gezogene  Durchmesser  LU  trifft,  nöthigenfalls  verlängert, 
AA'  in  einem  Punkte  H,  so  dass  OJ.OH=  OL  ist  (d.  h.  L,  L', 
J,  H  sind  harmonische  Punkte),  und  der  AA'  parallele  Durchmesser 
ist  LL'  conjugirt.  Schneidet  also  AA'  die  Ellipse  (Fig.  27*),  so  ist 
diese  Linie  zugleich  Berührungssehne  von  J  (§.  37,  IV.).  Umgekehrt: 

III.  Legt  man  durch  einen  Punkt  J  gerade  Linien, 
von  welchen  jede  eine  gegebene  Ellipse  in  zwei  Punkten 
trifft,  und  bestimmt  für  jedes  Punktepaar  den  Durch- 
schnitt der  zugehörigen  Tangenten,  so  ist  der  Ort  des- 
selben eine  Gerade  AA'j  der  durch  J  gehende  Durchmesser  OL 
trifft  sie  in  ff  so,  dass  OJ.OH  =  OL  ,  und  der  OL  conjugirte 
Durchmesser  ist  AA'  parallel ;  können  demnach  von  J  aus  Tangenten 
an  die  EUipse  gelegt  werden,  so  ist  AA'  die  Berührungssehne. 

In  der  That,  legt  man  durch  /  die  Gerade  JFF,  und  schneidet 
die  Tangente  in  F  die  Gerade  AA'  in  II',  zieht  man  ferner  von  W 
eine  zweite  Tangente,  so  wird  nach  dem  directen  Satze  II.  ihr 
Berührungspunkt  mit  den  Punkten  J  und  F  in  einer  Geraden 
liegen;  der  Berührungspunkt  ist  also  F'. 

Man  nennt  J  den  Pol  der  Geraden  AA'^  und  diese  die 
Polare  von  J. 

§.  40.  Die  Eigenschaften  der  Brennpunkte  (Fig.  28). 
Wir  kehren  jetzt  zu  den  Brennpunkten  zurück  und  wollen  die  Ent- 
fernungen derselben  von  irgend  einem  Punkte  G  und  einer  Tan- 
gente der  Curve  berechnen.  Wir  bedienen  uns  wieder  des  in 
§§.  31  —  35  gebrauchten  Systems  der  Hauptaxen.  Die  Coordinaten 
von  G  seien  a;,,  y^,  die  der  Brennpunkte  F  und  F'  bezüglich  -\-e,  0 
und  —  e,  0,  wo  e'  =  a'— 6';  ferner  sei  FG  =  r,  F'G  =  r', 
OG  =  ß;  dann  ist: 


(1)     r'  =  {x-ey^y],        (2) 

r"  =  (a;.  +  «)'+S'!' 

woraus : 

(2)     r'-r"  =  (r  +  »")(r- 
Nun  ist; 

•  r')  =  — 4ea;,. 

(3)     r  +  r'  =  2a,     also:     (3*) 
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folglich : 

(4)     r  =  a -,       r'  =  a-\- — -- 

a  a 

Setzt  man  den  Werth  von  r  in  (1)  ein,  so  kommt  man  auf 
die  Gleichung  der  Ellipse.  —  Es  ist  sehr  merkwürdig,  dass,  wäh- 
rend die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  F  von  einem 
Ellipsenpunkte  durch  eine  Quadratwurzel  ausgedrückt 
wird,  die  Irrationalität  verschwindet,  w  enn  F  ein  Brenn- 
punkt ist. 

Wir  haben  ferner: 

und : 

rr*  =  a ^x], 

also: 

ß'Ji^rr'  =  a'+b\ 

Bezeichnet  man  aber  den  dem  ß  conjugirten  Halbmesser  durch 
a,  so  ist  (§.  34,  Form.  8)  a^-^-b'  =  a^+ß",  also  rr'  =  a\  oder: 

I.  Das  Pro  du  et  der  beiden  nach  einem  Ellipse  n- 
punkte  G  gezogenen  Leitstrahlen  ist  dem  Quadrate  des 
Halbmessers  gleich,  der  dem  durch  G  gehenden  conju- 
girt  ist. 

Sind  p  und  p'  die  von  F  und  F'  auf  die  Tangente  in  G  ge- 
fällten Lothe,  H,  H'  ihre  Fusspunkte,  {^,  ij)  und  (|',  ?/)  die  Coor- 
dinaten    derselben,     so    ist,     weil     die    Gleichung     der    Tangente 

£^_|_1|L— 1  =0  (nach  §.  23,  Form.  6  und  7): 

Ui  0 


|  =  e 


X,     a' 

7J  = 

'^'           1 

a'  ~^  b' 

a'  '^  b* 

p  = 


\  a'^  b' 
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Nun  ist: 

a"  "*"  6* 

x]        1   /        x\\        a'-x]e' 

rr' 

~   a'b' 

und  (4): 

ex           _         r 
a                       a 

Setzen  wir  diese  Wcrthe  ein,  so  kommt : 

^  .  x^    r    a'^b^  a?,ö^      ar'e-{-x^b^       a'e-\-e'^x^-\-x^b' 

a-  a    rr'  ar'  ar'  ar' 

oder,  wenn  a"^  für  e^-f  ^^  gesetzt  wird,   mid  man  in  p  den  abso- 
luten Werth  nimmt: 


(5) 


Um  I',  tj'j  p'  zu  erhalten,  muss  man  in  (5)  e,  r,  r'  bezüglich  mit 
—  e,  r\  r  vertauschen;  dies  giebt: 

Diese  Formeln  führen  zu  folgenden  Sätzen  : 

II.  Das  Product  der  Lothe  {p,  p') ,  welche  von  den 
Brennpunkten  auf  eine  Tangente  gefällt  werden,  ist  dem 
Quadrate  (6^)  der  halben  kleinen  Axc  gleich. 

.       P  b    .1  r  b  1)'  b 

Ferner  ist  -^—  =  —  1/  —r  =  -7=,  imd  ebenso  -V  —  — — , 
r  r    r   r'  ^Irr'  r'         ^/n' 

p         p' 

also  —  —  — -,    also    sind    die    rechtwinkhgen   Dreiecke   FGH  und 
r         r' 

FGH'  einander  ähnlich,  und  W.  FGH  =  W.  F'GH',  d.  h. : 

III.  Die  Tangente  bildet  mit  den  Leitstrahlen  gleiche 
Winkel,  oder  halbirt  den  Winkel  zwischen  einem  Leit- 
strahl und  der  Verlängerung  des  anderen. 

Die  Gerade,  welche  auf  der  Tangente  einer  Curve  in  deren 
Berührungspunkte  senkrecht  steht,  heisst  die  Normale  der  Curve; 
es  folgt  demnach  aus  III.: 

IV.  Die  Normale  der  Ellipse  halbirt  den  Winkel 
zwischen  den  Leitstrahlen. 
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Die  Gleichung  der  Normale  ist: 

0) 


X  —X^ 

-_  y-Vi 

Vi 

b' 

Aus   (5)   ergieht  sich    OW  =  ^'+if  = -^{{x^  +  cy+y]\  =■  a\ 
folglich ; 

V.  Die  Fusspunkte  der  Lothe,  welche  man  von  den 
Brennpunkten  einer  Ellipse  auf  sämmtliche  Tangenten 
fällen  kann,  liegen  auf  dem  Kreise,  der  die  grosse  Axe 
zum  Durchmesser  hat. 

Anm.  Der  Satz  V.  beantwortet  die  Frage:  welches  ist  der 
Ort  der  Fusspunkte  der  von  einem  Brennpunkte  auf  alle 
Tangenten  der  Ellipse  gefällten  Lothe?  Da  es  wichtig  ist, 
den  Gedankengang  zu  kennen,  welcher  bei  derartigen  Aufgaben 
verfolgt  wird,  und  weil  die  Rechnung  im  gegenwärtigen  Falle  eine 
eigenthünüiche  Schwierigkeit  darbietet,  so  wollen  wir  die  gestellte 
Frage  direct  beantworten. 

Die  Gleichung  der  Tangente  am  Punkte  (a;,,  y^)  ist: 

(8)  ^  +  -f^-l=0; 

die  Gleichung  des  vom  Brennpunkte  F  oder  {e,  0)  auf  die  Gerade 
(8)  gefällten  Lothes  ist: 

(9)  ^y~^(x-e)  =  (^. 

Bestimmt  man  aus  (8)  und  (9)  x  und  y,  so  hat  man  die  Coor- 
dinaten  eines  auf  der  Tangente  (8)  hegenden  Fusspunktes.  Offen- 
bar sind  X  und  y  von  x^  und  ?/,  abhängig;  kann  man  nun  eine  von 
den  letzteren  Grössen  unabhängige  Gleichung  zwischen  x  und  y 
finden,  so  werden  derselben  alle  Fusspunkte  genügen,  d.  h.  sie  wird 
die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  sein.  Man  muss  also  aus  (8) 
und  (9)  x^  und  y^  eliminiren;  dazu  bedarf  es  noch  einer  dritten 
Gleichung,  und  diese  ist: 

(10)  f+|i-=i. 
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Aus  (8)  und  (9)  erhält  man: 


Vi 


'        i/  +  x{x  —  e)'     ^'        if-\-x{x-'e)' 

und  wenn  diese  Ausdrücke  in  (10)  eingesetzt  werden: 

(11)     a\x-er+bY  =  {y'+^(x-e)\\ 

Dies  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes,  sie  steigt  auf  den 
vierten  Grad,  ein  Resultat,  welches  dem  Satze  V.  zu  widersprechen 
scheint.     Setzt  man  aher: 

t/-i-{x~-ey  =.  u, 
und  demnach: 

y''-{-x{x  —  e)  =u-\-  e{x  —  e)^ 

so  verwandelt  sich  (11)  in: 

a\x-ey+bY  =  u''+2ue{x-e)  +  e\x--e)\ 

und  w^enn  man  e^-f^'  für  a"^  setzt,  in: 

0  =  u{u  +  2e(x  —  e)  —  b'\, 

oder,  wenn  für  u  wieder  sein  Werth  geschrieben  wird,  in: 

(12)     {(x-er+f\\x'+y'-a'\  =  0. 

Der  erste  Factor  wird  nur  Null,  wenn  x  =  e,  ?/ —  0  ist, 
d.  h.  für  den  Brennpunkt  F,  der,  weil  er  auf  keiner  reellen  Tan- 
gente der  Ellipse  liegt,  nicht  zum  gesuchten  Orte  gehört;  es  bleibt 
also  nur  x'^-\-y'^— a'  =  0^  d.h.  der  über  der  grossen  Axe 
als  Durchmesser  beschriebene  Kreis. 

§.  41.  Constructionen.  Eine  einfache  Construction  der 
Tangente  und  Normale,  wenn  der  Berührungspunkt  bekannt  ist, 
ergiebt  sich  aus  §.  40,  III.  und  IV. 

Soll  man  von  einem  Punkte  K,  ausserhalb  der  Curve, 
Tangenten  an  dieselbe  ziehen,  so  denke  man  sich  eine 
solche  construirt,  KG  (Fig.  28),  vei'längere  das  Loth  FH  über  H 
hinaus,  bis  es  den  verlängerten  Leitstrahl  F'G  in  J  trifft,  dann  ist 
W.  FGH  =  JGH,  weil  jeder  =  W.  F'GK,  also  sind  die  rechtwink- 
hgen  Dreiecke  FGH  und  JGH  congruent,  und  jeder  Punkt  der 
Tangente  von  F  und  J  gleichweit  entfernt ,  z.  B.  KF  —  KJ, 
ausserdem  ist  noch  F'J  =  F'G  -\-GF  =  2a.  Beschreibt  man  dem- 
nach zwei  Kreise,  den  einen  um  K  mit  dem  Radius  KF,  den  an- 
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deren  um  F'  mit  2a,  und  verbindet  ihre  Durchschnittspunkte  J,  J' 
mit  F',  so  erhält  man  die  Berührungspunkte  G,  G'. 

Eine  andere  Construction  folgt  aus  §.  40,  V.  Man  beschreibe 
über  der  grossen  Axe  und  über  KF  als  Durchmesser  zwei  Kreise, 
und  verbinde  deren  Durchschnitte  H  und  h  mit  K,  so  werden  HK 
und  hK  Tangenten  der  EHipse  sein. 

§.  42.  Flächeninhalt  der  Ellipse.  Beschreibt  man  über 
der  grossen  Axe  ÄA'  (Fig.  29)  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  ist 
§.32,  IL: 

i^  b         mfi  b  .  „   ,  b  ,,,,  ,         ,. 


wir  haben  ferner: 


itti 
Trapez  Ufim  =  —  (M-j-/w^), 

Trapez  Wfi'm  ==  -^(/A'+  Jnfi'), 


folglich: 


Trapez  lXfi?n  :  Trapez  Wfi'm  =  b  :  a. 

Denkt  man  sich  zwischen  A  und  q  beliebig  viele  Elhpsenpunkte 
durch  Sehnen  verbunden,  und  ebenso  zwischen  X'  und  q'  die  ent- 
sprechenden Kreispunkte,  so  werden  diese  Sehnen,  die  Endordi- 
naten  (ll,  r(>  und  W,  ro')  und  Ir  Polygone  bilden,  die  als  Summen 
solcher  Trapeze  wiederum  sich  wie  b  zu  a  verhalten.  Nach  be- 
kannter Schlussweise  folgert  man  durch  den  Uebergang  zur  Gränze, 
dass  das  von  Ir,  den  Ordinalen  U,  rg  und  dem  EUipsenbogen  Xq 
begränzte  Flächenstück  sich  zu  dem  entsprechenden  Kreisstücke 
Wg'r  wie  b  :  a  verhält.  Auf  die  ganze  EUipse  angewendet,  giebt 
dies,  Ellipse:  a^fi  =^  b  :  a  oder  der  Flächeninhalt  der  Ellipse 
ist  gleich  abn. 

Da  AIX  :  AW  =  b  :  a  und  Dreieck  OU  :  OW  =  b  :  a,  so  ver- 
hält sich  auch  der  elliptische  Sector  AOX  zum  Kreissector  AOV 
wie  b  :  a. 

Anm.  Man  kann  sich  statt  der  ein-  auch  der  umschriebenen 
Polygonstücke  zum  Beweise  dieser  Sätze  bedienen.  Weil  die  Tan- 
genten in  entsprechenden  Punkten  A  und  X'  sich  in  einem  Punkte 
T  der  Axe  treffen  (§.  37,  V.),  so  sind  —  wie  sich  leicht  beweisen 
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lässt  —  die  Durchschnitte  a,  a'  zweier  entsprechenden  Tangenten- 
paare auch  entsprechend,  d.  h.  ihre  Ordinalen  ap,  cc'p  fallen  auf 
einander  und  verhalten  sich  wie  b  zu  a,  ebenso  verhalten  sich  also 
auch  die  Trapeze  llap,  Wcc'p,    und   die  Summen  solcher  Trapeze. 


Fünftes  Kapitel. 
Die     Hyperbel. 

§.  43.  Der  Ort  aller  Punkte  G  (Fig.  30),  deren  Entfernungen 
GF  und  GF'  von  zwei  festen  Punkten  F  und  F'  constante  Diffe- 
renz =  2a  haben,  heisst  eine  Hyperbel;  die  festen  Punkte  F  und 
F'  nennt  man  die  Brennpunkte,  ihre  Entfernung  FF' =  2e  die 
Excentricität,  und  die  zwei  Geraden  GF  und  GF'  Piadien- 
Vectoren  oder  Leitstrahlen.  —  Da  in  jedem  Dreieck  GFF' 
die  Differenz  zweier  Seiten  GF—GF'  (oder  GF'—GF)  kleiner  als 
die  dritte  Seite  FF'  sein  muss,  so  ist  a  <ie. 

Aufgabe.     Die  Gleichung  der  Hyperbel  aufzustellen. 

Die  Mitte  0  von  FF'  sei  der  Anfangspunkt  der  rechtwinkligen 
Coordinaten,  OF  die  positive  a;-Axe,  dann  ist  für  den  Punkt  G 
oder  {x,  y): 

GF=i{x-ey-\-y\     GF' =  i  {x -^  ef -\- y\ 

Nun  ist  für  positive  Werthe  von  x  immer  {x—eY  •<  (a;-^-e)^ 
also  GF<:GF';  für  negative,  (x-e)' >- (x+e)\  also  GF>GF'; 
die  analytische  Definition  der  Hyperbel  ist  demnach: 

(1)     ^/(x-^er-}-y'-]/{x-ey+f  =  ±^(i. 
je  nachdem  x  einen  +   Werth  hat. 

Macht  man  (1)  rational,  so  kommt  man,  wie  in  §.  31,  5,  auf 
a^ (a'' —  e^)  —  (a'^  —  e^) a;^  +  «^2/^  was,  weil  a—e'^  negativ  ist, 
besser: 

(2)     a\e'~a')  =  (e'- a')x'-aY, 

geschrieben  wird;  setzt  man: 

(3)     e'-a'  =  b\       oder:       (3*)     e'  =  a'+b\ 
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SO  wird  die  Hyperbelgleichung: 

2  2 

(4)     -^_-l_-i 

Da  (4)  nur  x^  und  y'^  enthält,  so  besteht  die  Curve  aus  vier 
congruenten  Quadranten  (§.  31,  Zus.  2),  und  es  wird  hinreichen, 
die  Gestalt  desjenigen,  in  welchem  x  und  y  positiv  sind,  zu  unter- 
suchen.    Schreibt  man  statt  (4): 


(5)     ,  =  -,V-a'       und:       (6)     -l.  =  A|/l--, 

SO  folgt  aus  (5),  dass  x  wenigstens  =  a  sein  muss,  damit  y  reell 

werde,  über  a  hinaus  aber  jeden  beliebig  grossen  Werth  annehmen 

kann ;    und  dass  y  ==  0,    wenn  x  =  a,    mit  x  selbst  aber  ins  Un- 

begränzte  wächst;  der  Curvenquadrant  erstreckt  sich  demnach  ins 

y  h 

Unendliche.    Der  Bruch  -^  ist  nach  (6)  stets  kleiner  als  — ,  nähert 
X  a  ' 

sich  aber  diesem  Werthe  immer  mehr,  je  grösser  x,  also  auch  y 
wird;  macht  man  daher  OA  =  a,   AP  =  b  =  }U^—a\  wodurch 

b  y 

tang PO^  =  — ,  und  erwägt,  dass  —  —  tang  COi/",  so  ergiebt  sich, 

ft  X 

dass  der  Radius  OG,  während  G  auf  der  Curve  sich  immer  weiter 
entfernt,    immer   mehr   der  Richtung  OP  sich  nähert.     Setzt  man 

HG'  =  Y,  so  ist  wegen  OH  =  x,  —  ==  —  oder  Y'  =  x^-—r^  und 

X         a  a 

für  den  Hyperbelpunkt  G  ist  y^  =  x''—Y  —  b^,     also   Y^—y"^  =  b\ 

d 

oder  F— wr=— ;   da   mit   zunehmendem   x   die  Ordinalen  Y 

^      Y-\-y' 

und  y  über  alle  Gränzen  wachsen,  so  wird  Y — y  oder  G'G  kleiner 
als  jede  beliebige  Grösse,  ohne  jedoch  je  =  0  zu  werden;  der 
Hyperbelquadrant  nähert  sich  also  immer  mehr  der  Geraden  OP  und 
kommt  ihr  beUebig  nahe*),  ohne  sie  jedoch  je  zu  erreichen.  — 
Die  Anwendung  derselben  Betrachtungen  auf  die  übrigen  Quadranten 
ergiebt  folgendes  Resultat: 


*)  D.  li.  wenn  man  sich  zwischen  der  Curve  und  OP  eine  Parallele  zu 
OP  gezogen  denkt,  so  tritt  die  Curve  in  den  Kaum  zwischen  beide  Par- 
allelen, wie  klein  auch  die  Entfernung  derselben  genommen  werde. 


Die  Hyperbel.  ß3 

Trägt  man  von  der  Mitte  0  (Fig.  30*)  der  Excentricität  FF 
die  Distanz  OA  =  OA'  ab,  so  geht  die  Hyperbel  durch  A  und  A'; 
errichtet  man  ferner  in  A  und  A'  zwei  unbegränzte  Lothe  zu  FF', 
so  liegt  zwischen  ihnen  kein  Ilyperbelpunkt.  Treffen  diese  Lotlie 
den  über  FF'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  in  P,  P, ,  P^^  P3, 
so  dass  AP  =  ]/e^—a^  =  b,  und  zieht  man  die  unbegränzten 
durch  0  gehenden  Geraden  PP^,  P.Pg,  so  liegt  in  dem  unendlichen 
Räume  pPP.^p^  ein  unendhcher  Hyperbelzweig  und  in  p^P^P^p^ 
der  andere;  beide  zusammen  bilden  die  durch  (4)  dargestellte 
Hyperbel.  Die  Punkte  A,  A'  sind  die  Scheitel,  AA'  die  Hauptaxe 
der  Curve;  die  Geraden  pp.^,  PiP^i  welche  sich  der  Hyperbel  immer 
mehr  nähern,  so  dass  ihre  Entfernung  von  der  Curve  beliebig  klein, 
aber  nie  =  0  wird,  heissen  die  Asymptoten;  die  Gleichung  der 

einen  (pp.^)  ist  y  =  — x,  die  der  anderen  (^,^3)  ist  y  ==: x, 

Cb  Cb 

oder  bezüglich: 

a       h  ab 

Eine  Hyperbel  heisst  gleichseitig,  wenn  b  =  a;  das  Dreieck 
POA  (Fig.  30*)  wird  für  dieselbe  gleichschenkhg,  also  W.PO^l=45", 
und  W.  POP3  =  90";  der  Asymptotenwinkel  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel ist  demnach  ein  rechter. 

§.  44.    Unendliche  WurzeLn  einer  quadratischen  Glei- 
chung, directe  Bestimmung  der  Asymptoten,  Tangenten. 
Denkt  man  sich  in  der  quadratischen  Gleichung: 

(1)     Lu'+2Mu  +  N=0 

die  Coefficienten  veränderlich,  so  ändern  sich  auch  mit  ihnen  die 
Wurzeln  u^  und  u^,  wo: 

_  ~M—]^M'-LN           __  ~M-{-fM'—LN 
n,  -  j  ,     u,  _ 

Um  zu  sehen,  w^as  aus  diesen  Werthen  wird,  wenn  erstens  L, 
zweitens  L  und  M  gleich  Null  werden,  schaffen  wir  die  Wurzel- 
grössen  aus  den  Zählern  fort,  und  erhalten: 

__i~M-  }/M'-LN)  {-M+  ]/M'-LN)  N 

L(-  M+yM'-LN)  -  M+]/M'-LN 
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und  ähnlich: 

_  JV    

Wenn  L  =  0 ,    muss   M  statt  }/]tf ^— LA''  gesetzt  werden  und 

N 
es  kommt  Wj  =:=  unendlich,  m^  =  ""öiTJ  ^^^  ^"^^  Wurzel  von  (1) 

wird  also,   wenn  L  verschwindet,   unendlich,   während  die  andere 

N 
den  Werth  —  -^^  bekommt.  Ist  auch  M  =  0,  so  wird  u^  eben- 
falls unendlich  und  m,  und  u^  sind  als  gleich  anzusehen;  in  der 
That  wird  die  Bedingung,  dass  (1)  zwei  gleiche  Wurzeln  habe,  näm- 
lich M'—  LN  =  0,  durch  die  Annahme  L  =  0,  M  ==  Q  befriedigt. 
Zu  demselben  Resultate  kann  man    gelangen,    ohne   (1)   auf- 

1 

zulüsen;  setzt  man  in  (1)  u  =  — ,  so  wird  aus  (1): 

(2)     L-\-2Mv  +  Nv'=^0. 

1  1 

Ileissen  ü,  ,  i?,  die  Wurzeln  von  (2),   so   ist  m,  = — ,   u,  = 

Wenn    L  ==  0,     so     wird    (2)    2i¥ü  +  iVu' =  0,     also    v,  =  0, 

2M  N 

i\  = ^,    also  Mj  =  unendhch,   u^  =  —lyirry   wenn    L  =  0 

und  itf  —  0 ,  so  w  ird  (2)  Nv""  =  0 ,  also  v^  =v^==0,  und 
u^  =  M^  =  unendlich,  wie  vorhin. 

Jede  Gleichung  2Mm  +  JV=0  kann  demnach  als  eine  qua- 
dratische mit  einer  unendlichen  Wurzel,  und  N=0  als 
eine  quadratische  Gleichung  mit  zwei  gleichen  unend- 
lichen Wurzeln  betrachtet  werden*). 

Wir  wollen  jetzt  die  Fälle  untersuchen,  wo  von  den  Durch- 
schnitten einer  Geraden  und  einer  Hyperbel: 

2  2 

(3)     lx  +  my  +  n  =  0,     ^-1^  =  1, 


*)  Auf  ganz  analoge  Weise  lässt  sich  darthun ,  dass  wenn  in  einer 
Gleichung  dritten  Grades  der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  verschwindet, 
die  Gleichung  eine  unendlich  grosse  Wurzel  hat  u.  s.  w.,  und  dass  umge- 
kehrt eine  quadratische  Gleichung  als  eine  cubische  Gleichung  mit  einer 
unendlichen,  als  eine  biquadratische  mit  zwei  unendlichen  Wurzeln  u.  s.  w. 
angesehen  werden  kann.  H. 


werden,  so  muss  auch  -j^  =  0,  d.  h.  n  =  0  sein.    Für  —  =  +  — 
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der  eine  oder  beide  ins  Unendliche  fallen.  Die  Abscissen  dieser 
Durchschnitte  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  eine  dieser  Wur- 
zeln unendlich  werde,  ist  —5 —  —^  =  0.  d.  h.  —  entweder  =  — 

a         b  m  a 

oder  = ;  die  Gerade  (3)  muss  demnach  einer  der  Asymptoten 

(§.  43,  Form.  7)  parallel  sein.  Sollen  beide  Wurzeln  von  (4)  unendhch 

-—  r=  0,  d.  h.  w  =  0  sein.    Für  —  =  +  — 
6  m        ~  a 

und  n  =  0  wird  aber  (3)  die  Gleichung  einer  Asymptote;  wir 
haben  also  das  Resultat: 

Es  giebt  für  die  Hyperbel  zwei  und  nicht  mehr  Ge- 
rade, die  Asymptoten,  von  denen  eine  jede  zwei  zu- 
sammenfallende, unendlich  entfernte  Schnittpunkte  mit 
der  C u r V e  gemein  hat.  Gerade,  die  einer  Asymptote  parallel  sind, 
und  nur  solche,  haben  mit  der  Hyperbel  einen  endlich  und  einen 
unendlich  entfernten  Schnittpunkt  gemein. 

Da  die  beiden  unendhch  entfernten  Schnittpunkte  einer  Asym- 
ptote und  einer  Hyperbel  zusammenfallen,  so  ist  jedeAsymptote 
als  Tangente  an  einem  unendlich  entfernten  Punkte  an- 
zusehen. In  der  That,  ist  {x',  y')  ein  Hyperbelpunkt,  so  erhält 
man  durch  dieselbe  Rechnung  wie  bei  der  Ellipse  (§.  36)  als  Glei- 
chung der  Tangente: 

Mit  wachsendem  x'  und  y'  nähert  sich  -^  dem  Wcrthe  H 

x'  a 

(§.  43),  wenn  (x',  if)  im  ersten  oder  dritten  Quadranten  liegt,  und 

dem  Werthe — ,  wenn  {x',  y')  in  einem  der  beiden  anderen  Qua- 

dranten  hegt.  Entfernt  sich  also  {x',  y')  ins  Unendliche,  so  muss  in  (6) 

1  y'  b  X  V    b 

-j  =  0,  — 7  =  ± —  gesetzt  werden,  d.  h.  geht  (6)  in  —  4:  -^  —  =  0 
X  X  a  d'      b    CL 

oder  in  die  Gleichungen  der  Asymptoten  über  (§.  43,  7). 

Anm.  Jede  Gerade,  die  mit  einei*  algebraischen  Curve  zwei 
zusanmienfallende,  unendhch  entfernte  Punkte  gemein  bat,  also  als 

J  oacliiiiisllial  Elcmeulo.    2.  AuÜ.  5 
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Tangente  an  einem  unendlich  entfernten  Berührungspunkte  angesehen 
werden  kann,  heisst  eine  Asymptote  der  algebraischen  Gurve; 
man  kann  beweisen,  dass  die  Asymptote  einem  Curvenzweige  be- 
liebig nahe  kommt,  ohne  ihn  je  zu  erreichen. 

§.  45.     Eigenschaften    der   Asymptoten.      Das   Product 

( h-T-yf T-)   verschwindet   nur    für    solche   Werthe    von 

\ a        b  y\a        6/ 

X  und  y,   für  welche  einer  der  Factoren  =  0  wird,  also  nur  für 

Punkte  der  Asymptoten;  demnach  stellt  die  Gleichung: 

2  2 

^^      a'       b'  ~^ 

beide  Asymptoten  zusammen  dar,  oder  sie  ist  die  Gleichung  des 
Systems  beider  Asymptoten.     Die  Gerade: 

(2)     lx  +  my  +  n  =  0 

schneidet  (1)  in  zwei  Punkten,  deren  Abscissen  X^  und  X^  Wurzeln 
sind  der  Gleichung: 

{^)  Va^    6^;^    b'  "^   y-  ~^' 

während  die  Abscissen  x^,  x^  der  Durchschnitte  von  (2)  und  der 
Hyperbel  durch  die  Gleichung  (§.  44,  Form.  4)  gegeben  sind.  Da 
beide  Gleichungen  nur  in  dem  von  x  freien  Gliede  verschieden 
sind,  so  ist: 

2/w 

Sind  F,  ,  1^2,  1/,,  y^  die  zugehörigen  Ordinalen,  so  beweist 
man    ebenso,    dass    F^-j- F^  =  «/i +  2/2-      Demnach    ist    die    Mitte 

(    ^~L    ^  )        T       )  d^r  durch  (2)  bestimmten  Hyperbelsehne  zu- 

/  Y  4-  X      F  4-  F  \ 
gleich   die  Mitte  i—^ — -^      '  T^    M   der   durch   (2)  bestimmten 

Asymptotensehne,  oder: 

I.  Schneidet  eine  Gerade  die  Hyperbel  (Fig.  31)  in 
C,  O  und  die  Asymptoten  in  D,  D',  so  haben  CO,  DD' 
dieselbe  Mitte,  d.  h.  ist  DC  =  D'C  und  DO  =  D'C. 
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Wird  die  Sehne  (2)  Tangente,  so  fallen  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Curve  und  ihr  Mittelpunkt  in  den  Berührungspunkt,  und 
nach  I.  ist  HE  =  HE',  odfr: 

II.  Der  Berührungspunkt  //  einer  Tangente  halbirt 
das  von  den  Asymptoten  begränzte  Stück  £E'  derselben. 

Aus  II.  ergiebt  sich  eine  einfache  Construction  der  Tangente. 
Durch  die  Asymptoten  PO,  Pfi  (Fig.  32)  und  einen  Punkt  C  der 
Hyperbel  ist  dieselbe  vollkommen  und  eindeutig  bestimmt;  denn 
sind   X  und   y  die  auf  die  Halbirungshnien  der  Asymptotenwinkel 

bezogenen  Goordinaten  von  C,  so  geben  die  Gleichungen  -2-  —  ^  =  1, 
und  —  =  tang^POPj   die  Werthe  von  b  und  a.    Zieht  man  durch 

Ci 

C  beliebige  Gerade  CAA'  und  macht  A'C  =  AC,  so  gehören  alle 
diese  Punkte  C  zu  einer  Hyperbel. 

Fällt  man  von  dem  Hyperbelpunkte  {x',  y')  oder  H  (Fig.  31) 

Lothe  auf  die  Asymptoten   — — ?-  =  0, \-~-  =  0,    so    sind 

ab  ab 


dieselben  (§.  23,  Form.  7): 

X'    .    y' 
,      a        b 

und:     = 

^     a  ^   b 

^/^+;. 

~ii+^ 

also  ihr  Product: 

x"      y" 
a'       b' 

1 

a'b'' 

a'  '^  b'  a'~^  b' 

Zieht  man  HN,  HN'  den  Asymptoten  parallel,  und  ist  w  der 
Asymptotenwinkel,  so  sind  jene  beiden  Lothe  HNsinw,   HN' sin w, 

also  HN ' HN' sin w"^  =  —^—r^;  nun  ist: 

.  ^-^f  4  .ab 


1-Ftang-         14-^ 

5' 
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folglich: 


4        ' 


mit  anderen  Worten: 


III.  Betrachtet  man  die  Asymptoten  als  schiefwink- 
lige Axen  und  nimmt  die  Winkel,  in  welchen  die  Hy- 
perbel liegt,  zum  ersten  und  dritten  Quadranten,  so  ist 
die  Gleichung  der  Gurve: 

(5)     xy  =  — j 

Weil  für  die  Tangente  H  die  Mitte  von  EE',  ist  auch  HN  =  ^OE' 
HN' =  {OE,  also  nach  dem  Obigen: 

iOE'OE'miw' =     f'^'     , 

d  -p  o 

2ab 
und  wegen  smw  =     2112  • 

iOE'OE'smw  =  ab,  d.  h. 

IV.  Jede  Tangente  bestimmt  mit  den  Asymptoten 
ein  Dreieck  von  constantem  Inhalt  =  ab. 

§.  46.  Durchmesser  der  Hyperbel;  conjugirte  Hy- 
perbeln.    Eine  durch  den  Mittelpunkt  gezogene  Gerade  und  eine 

Hyperbel : 

2  2 

(1)     y  =  tnng(p'X,       (2)     ~-l^=l, 

schneiden  sich  in  Punkten,  deren  Goordinaten  sind: 

1  ..       _L.  tang^ 


(3)     x  =  ± 


I  1         tangy^  M 

\~^         ¥~  )  a' 


tang  q) ' 


b' 

Für  die  Entfernung  2d  dieser  Schnittpunkte  ergiebt  sich: 

^  ^  I  ^  ^         tangqp  cosqp        sm^ 

Die  Werthe  von  x,  y  und  d  werden  unendlich,  wenn  tang^  =  Hh 


Dio  Hyperbel.  ßg 

d.  h.    für   die  Asymptoten,    und  imaginär,   wenn   der   numerische 

Werth  von  tanggp  > —  ist,   d.  h.  wenn  (1)  in  denjenigen  Asym- 

ptotenwinkeln  liegt,  in  welchen  die  !/-Axe  sich  befindet.  Man  nennt 
jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Gerade  (1)  einen  Durch- 
messer der  Hyperbel,  einen  reellen,  wenn  sie  die  Curve  wirk- 
lich schneidet,  einen  Nebendurchmesser,  wenn  sie  dieselbe 
nicht  triift.  Man  legt  dem  letzteren  —  um  gewisse  Sätze  be- 
quem aussprechen  zu  können  —  ebenfalls  eine  Länge  bei 
_ 

,  wo  die  Grösse  unter  der  Wurzel  po- 


cosqp^      sinqp^ 


•  *  1     X...        •  TVT  t      ,      ,  cosflp'*       sinqp'* 

sitiv     ist,     weil     tur     einen     Nebendurchmesser     ^ -/— 

a  b 

coscpVö^  A 

=     ,a     (  — ^  — tangy   1   negativ   ist.     Der   y-Axe   entspricht  der 

Winkel  qp=90^  also  ist  der  zu  ihr  gehörende  Nebendurchmesser  —26 

=  BB'  (Fig.  30*);  diese  Gerade  heisst  die  Neben axe  der  Hyperbel. 

Trägt  man  auf  der  die  Curve  nicht  schneidenden  Geraden  gg' 

(Fig.  30*)  Og  =  0g'  =  ~M  / ,^    .      ,    =  c/  ab,  und  sind 

1/        cos^        sin  9) 

X,  y  die  Coordinaten  von  g,  so  ist: 

,                        ,  .             1              (Cosopt      sincp') 
x  =  d(^o^cp,     y  =  dsm(p,     —  =  -  1^-—^ ^j , 

oder :  ^ 

d^'sinGp'      rf^cosöp^  ,         w^       x^ 

1=— ^, -^^,     woraus:     l=fr-^. 

Die  Endpunkte  g,  g*  eines  jeden  Nebendurchmessers  liegen  also  auf 
einer  Hyperbel,  deren  Haupt-  und  Nebenaxe  resp.  die  Neben-  und 
Hauptaxe  der  gegebenen  Curve  sind.  (In  Fig.  30*  ist  dieselbe  punctirt 
gezeichnet;  ihre  Brennpunkte  sind  f  und  /^^  ihre  Asymptoten  die  der 
gegebenen  Curve.)  Zwei  solche  Hyperbeln,  von  denen  die  reellen 
Durchmesser  der  einen  die  Nebendurchmesser  der  anderen  sind, 
heissen  conjugirte. 

Anm.     Eine  dem  Durchmesser  (1)  parallele  Gerade: 
,Tsin (p—  ycos cp  -f  n  =  0 
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hat  mit  der  Hyperbel   (2)    zwei  Punkte   gemein,    deren   Abscissen 
a?,,  X.J,  die  Wurzeln  sind  der  Gleichung: 

/cosGp'^       sinöp^N    2      2wsincp  /w'    ,  aN       „ 

(vgl.  §.  44,  Form.  4).     Hieraus  folgt: 


cos  9^       sin^^ 


nun  ist  Tür  einen  reellen  Durchmesser  (1)  der  Nenner  positiv,  also 
x^x^  negativ,  d.  h.  x^  und  x^  sind  reell  und  haben  entgegen- 
gesetzte Zeichen.  Ist  aber  (1)  ein  Nebendurchmesser,  so  ist  der 
Nenner  negativ,  also  x^x^  positiv;  d.  h.  entweder  sind  a?,  und  x^  reelle 
Grössen  mit  demselben  Zeichen  oder  zusammengehörige  imaginäre 
Werthe  (d.  h.  x^  =  A  +  B}/^^,  x^  =z  A  —  3]/^^,  woraus 
x^X2  =  A^-^B'^).  Jede  Gerade  also,  die  einem  reellen 
Durchmesser  parallel  ist,  schneidet  beide  Hyperbel- 
zweige, ist  sie  einem  Nebendurchmesser  parallel,  so 
schneidet  (berührt)  sie  entweder  einen  Hyperbelzweig, 
oder  trifft  die  Gurve  gar  nicht. 

§.  47.  Conjugirte  Durchmesser;  Constructionen.  Es 
sei  (Fig.  33)  LL'  der  Durchmesser,  der  die  Sehne  PP'  in  0  halbirt; 
wir  setzen  OQ  =  t,  PF  —  2u,  die  Winkel,  welche  die  Richtung 
des  positiven  x  mit  t  und  dem  oberen  Theile  von  PP'  bildet,  be- 
züglich gleich  (p  und  \p ,  dann  erhält  man^enau  ebenso  wie  in 
§.  34  für  die  Ellipse: 


3  ^-„,^2  1  /r»<T,f.»i.2  £.;«  «1.2 


.Aco^if'      sin^M        ,  jcosy;       srnt/^) 
^^^     '  (~^?  W)^''  \~^'  ¥~\  ~  ^' 

.^.       cos  ff  cos'tp         sin  f^ sin  1//    __ 
(2)  -,  ^,  U, 

woraus: 

(3)     tang^tangi//  =  —2-- 
u 

Aus  (2)  und  (3)  ergiebt  sich  ebenso,  wie  bei  der  Elhpse,  fol- 
gender Satz,  der  auch  aus  §.  45,  I.  abgeleitet  werden  könnte: 

I.  Die  Mitten  paralleler  Sehnen  liegen  in  einem 
Durchmesser,  und  alle  diesem  letzteren  parallelen  Seh- 
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nen  haben  ihre  Mitten  in  einem  zweiten  Durchmesser, 
welcher  der  ersten  Schaar  Sehnen  parallel  ist.  —  Zwei 
Durchmesser,  von  denen  jeder  die  Sehnen  halbirt,  die  dem  anderen 
parallel  sind,  heissen  conjugirte. 

Aus  (3)  kann  man  zu  jedem  Durchmesser  die  Richtung  des 
conjugirten  bestimmen;  dieselbe  Gleichung  lehrt,   dass  tangff  und 

tangi//   nicht   gleichzeitig  numerisch    kleiner  (grösser)  als  —  sein 

Ci 

können,  weil  sonst  ihr  Product  kleiner  (grösser)  als  —^  wäre,  also 

u 

ist  numerisch  tang^^i — ,  wenn   tangi/;  =  —  ist,  d.  h.  von  zwei 
"^-^   et  ---^   Cti 

conjugirten  Durchmessern  ist  der  eine  ein  reeller,   der  andere  ein 

Nebendurchmesser,  und  jede  Asymptote  ist  sich  selbst  conjugirt. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  PP'  halbirende  Durchmesser  LV  ein 

reeller,   also   tangqp  numerisch  <C —  sei,   und  setzen  LL' =  2cc, 

d 

den  conjugirten  Nebendurchmesser   MM',   welcher  der  Sehne  PF 

parallel  ist,  =  2ß,  so  ist  nach  §.  46 : 

.  1    __       jcosi//^      sint/;^) 

dadurch  verwandelt  sich  (1)  in  — 5- -^  =  1.    Nun  sind  t  und  u 

oder  OQ  und  PQ  die  schiefwinkligen  Coordinaten  von  P  in  Bezug 
auf  OL  und  OM  als  Axen;  also  haben  wir  den  Satz: 

II.  Die  Gleichung  der  Hyperbel,  bezogen  auf  einen 
reellen  Durchmesser  2«  als  a;-Axe  und  auf  den  conju- 
girten Nebendurchmesser  2/9  als  «/-Axe,  ist: 

(6)     -^-ll^l 

Durch  eine  wörtliche,  auf  (6)  angewendete  Wiederholung  des 
Verfahrens  in  §.  44  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Asym- 
ptoten, auf  dieselben  Axen  bezogen: 
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Die  Tangenten  in  L  und  L'  sind  dem  conjugirten  Durchmesser 
MM'  parallel,  wie  sich  z.  B.  durch  eine  einfache  Gränzbetrachtung 
aus  Satz  1.  ergiebt.  Nun  sind  NL  und  OL  {—  a)  die  schiefwinkligen 
Coordinaten  des  Asymptotenpunktes  JV,  die  einer  Gleichung  (7) 
genügen ,    der  ersten ,   wenn  OL   und  OM   die  positiven  Halbaxen 

bedeuten,  also  ist  — j-  =  0,  d.  h.  NL  =  ß,  NN'  =  2ß  oder: 

III.  Das  von  den  Asymptoten  begränzte  Stück  einer 
Tangente  ist  dem  ihr  parallelen  Nebendurchmesser 
gleich. 

Weil  ferner  RQ,  OQ  die  schiefwinkhgen  Goordinaten  von  R, 
PO,  00  ^lie  von  P  sind,  so  ist  -^  -^  =  0,  ^_^  =  1, 

woraus  RO' —  PO' =  ß' =  (RO  +  PO)  (RO  -  PO) .  oder  wegen 
RO  =  R'O,  ß'  =  R'P'RP.  Ebenso  findet  man,  wenn  P'SS'  dem 
Durchmesser  LL'  parallel  ist,  a'  =:^  S'P'SF;  d.  h.: 

IV.  Zieht  man  durch  einen  Hyperbelpunkt  P  eine 
Transversale,  welche  die  Asymptoten  in  zwei  Punkten 
trifft,  so  ist  das  Product  der  Entfernungen  dieser  Punkte 
von  P  dem  Quadrate  des  der  Transversale  parallelen  Ha  Ib- 
messers gleich.   —  Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  ist  III. 

Sind  also  ein  Hyperbelpunkt  P  und  die  Asymptoten  gegeben, 
so  kann  man  mit  Hülfe  von  IV.  behebig  viele  Durchmesser,  und 
namenthch  auch  die  Axen  2a  und  26  finden. 

Sind  (Fig.  34)  zwei  in  0  sich  halbirende  conjugirte  Durch- 
messer, der  reelle  LL'  und  der  Nebendurchmesser  MM',  gegeben, 
so  sind  zwei  durch  L  und  L'  mit  MM'  parallel  gezogene  Gerade 
zwei  Tangenten  der  Curve,  und  macht  man  auf  einer  der  Parallelen 
LN  =  LN'  =  OM,  so  sind  nach  III.  ON  und  ON'  die  beiden 
Asymptoten.  Da  nun  auch  noch  der  Hyperbelpunkt  L  bekannt  ist, 
so  lässt  sich  nach  dem  Vorhergehenden  Richtung  und  Grösse  der 
Axen  leicht  bestimmen. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Picchnung  wie  in  §.  34,  in  welcher 
nur  —6^  und  —ß"^  statt  6^  und  /^^  gesetzt  werden,  findet  man  a^—W 
—  «^—  ß\  ah  =  aß  Hin  (a,  ß),  d.  h. : 

V.  Für  einen  reellen  Halbmesser  cf  und  seinen  con- 
jugirten Nebenhalbmesser  ß  ist   die  Differenz   der  Qua- 
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drate,  so  wie  das  von  ihnen  bestimmte  Parallelogramm 
constant. 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ist  nur  eine  andere  Aussage  von 
§.  45,  IV.,  weil  (Fig.  34)  Parallelogramm  MOLN  =  Dreieck  NON'. 

§.  48.     Brennpunkte.     Die  —   bis   auf  ein  Vorzeichen  — 

vollkommene  Uebereinstimmung  der  Ellipsen-  und  Hyperbelgleichung 

hat  zur   Folge,    dass  die   über   die  Tangenten,   Berührungssehnen 

u.  s.  w.  der  Ellipse  gefundenen  Sätze  unverändert,  oder  wenigstens 

mit  geringen,  leicht  aufzufindenden  Modificationen,  welche  sich  meist  auf 

die  Lage  einzelner  Stücke  der  Figur  beziehen,  auch  für  die  Hyperbel 

gelten.     So  bildet  z.  B.  bei  der  Hyperbel  die  Tangente  mit  den  nach 

dem  Berührungspunkte  gezogenen  Leitstrahlen  gleiche  Winkel,  aber 

sie  halbirt  den  Winkel  zwischen  den  Leitstrahlen  selbst  und  nicht,  wie 

bei   der   Ellipse,    den   Nebenwinkel    desselben.     In   der   That,   der 

xx'        yu' 

Durchschnitt  der  Tangente  — 2 j—-  =  1  mit  der  x-Axe  hat  die 

d  0 

Abscisse  -— ,   welche,    weil  — -   numerisch  <1,    ebenfalls  nume- 
x'  x'  — 

risch  ^a  ist;  d.  h.  der  Durchschnitt  der  Tangente  Hegt  zwischen 
den  Scheiteln,  also  um  so  mehr  zwischen  den  Brennpunkten,  folg- 
lich hegt  auch  die  Tangente  zwischen  den  Leitstrahlen.  —  Sind 
also  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  um  dieselben  Brenn- 
punkte beschrieben,  so  ist  in  ihren  Durchschnitts- 
punkten die  Tangente  der  einen  Curve  Normale  der  an- 
deren. 

Ist  (Fig.  30),  wie  in  §.  43,  FG  =  r,  F'G  =  r',  so  hat  man: 

r""  =  {x-ey+y\     r"  =  {x  +  ey+y\     r^—r'^iex. 

Nun  ist  für  den  Hyperbelzweig  mit  positiven  Abscissen  r'—r  =  2a, 

2ex 

also  r'-\-r  =  ■ ,  wodurch: 

(t 

ß^  .ex 

(1)     r  = a,     r'  =  —  +  a. 

Dagegen    ist    für    den    anderen   Zweig   r  —  7''  =  2a,    also    r-}-r' 
2ex 


und: 


(2)     r  =  a ,     r'=—a 

a  a 
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§.  49.  Leitlinien  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Die  letzten 
Formeln,  so  wie  die  ähnlichen  (§.  40,  Form.  4)  für  die  Ellipse, 
führen  zu  einer  gleichniässigen  Entstehungsweise  beider  Curven. 

Für  den  Ellipsenpunkt  G  (Fig.  35)  hatten  wir  gefunden  (§.  40, 
Form.  4): 

FG  =  r  =  a =  — ( x)- 

<] 

Trägt  man  von  0  aus  auf  der  grossen  Axe  das  Stück  OL  =  — 

ß 

auf,  welches  grösser  ist  als  a,  weil  e  •<  a,  zieht  ff  durch  L  senk- 
recht zu  OL,    und  fällt  von  G  auf  ff  die  Senkrechte  GH,  so  ist, 

2 

WO  auch  G  auf  der  Ellipse  liegen  mag,  GH  =  JL  = x,  also 

6 

nach  dem  Obigen: 

GF  _  e 
GH  ~~  a' 

Die  Gerade  //"heisst  eine  Leitlinie  oder  Directrix  der  Ellipse; 
da  OF'OL  gleich  dem  Quadrate  des  Halbmessers  (a'^)  ist,  auf  dem 
F  und  L  hegen,  und  ff  dem  Durchmesser  parallel,  der  2a  conjugirt 
ist  (nämhch  der  kleinen  Axe),  so  ist  (§.  39,  III.)  ff  die  Polare  des 
Brennpunktes  F,  und  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  irgend 
einer  durch  F  gelegten  Sehne  schneiden  sich  auf  ff.  Zu  dem 
Brennpunkte  F'  gehört  die  Leitlinie  ff  und  wir  haben  nach  (1) 
den  Satz: 

I.  Die  Entfernungen  eines  Ellipsenpunktes  von  dem 
Brennpunkte  und  der  zugehörigen  Leitlinie  stehen  in 
constantem  Verhältnisse,  nämlich  in  dem  der  Excentri- 
cität  zur  grossen  Axe. 

Derselbe  Satz  gilt  auch  für  die  Hyperbel  (Fig.  36);  denn  macht 

man  OL  =  — ,    wo  —  <Ca,  weil  —  «<  1,  und  zieht  ff  durch  L 
e  e  e 

senkrecht  zu  OF,   so  wie  von   einem  Gurvenpunkte  G  (oder  G')^ 

GH  (oder  G'H')  senkrecht  zu  ff  so  ist: 

GH  =  JO-LO  =  x—  —  , 
e 

aF  =  r^—-a  =  ~(x-—)  (§.48,  Form.  1); 
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G'H'  =  J'0-\-OL  =^  ~a;  +  -^, 

ß 

G'F  =  r  =  a-^  =  -^(_^  +  -^)  (§.  48,  Fom.  2); 

also: 

GF_&F_  __e_ 
GH  ~  G'ü'  "  a' 

Umgekehrt : 

II.  Der  Ort  aller  Punkte  G,  für  welche  die  Entfer- 
nungen von  einem  gegebenen  Punkte  F  (Fig.  37)  und 
einer  gegebenen  Geraden  ff  ein  constantes  Verhältniss 
X  haben,    ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,    je   nachdem  A 


GF\ 

ghJ  '^^"^"^ "" 


oder  -T-rr)  kleiner  oder  grösser  als  1  ist. 


Denn  es  sei  ff  die  Ordinat^naxe,  das  Loth  FL  von  F  auf  diese 
Linie  die  oj-Axe,  F  habe  die  positive  Abscisse  h,  so  ist  GH  =  :\2X, 
je  nachdem  G  und  F  auf  derselben,  oder  auf  verschiedenen  Seiten 
von  ff  liegen,  und  GF  =^  ]/{x  —  hy-]-y'^;  also  ist  die  Gleichung 
des  gesuchten  Ortes: 

(1)     x'-2xh-\-h'-^y'  =  Vx\  oder:  x\\—V)—'lxh\]i'=^  -h\ 
welche  man  in: 

h       .        h'         .      v'  h'      .         h' 


2x 


i_A'^^(i_r)^  '  i-v"    \-v^  {1—vy 


und  schliesslich  in: 


(2)  (--CTy+A= 


h'V 


2\3 


(l-V) 


-     umformt.     Verschiebt  man  die  y-A\e,   so  dass  der  neue  Anfangs- 
punkt 0  im  alten  Systeme  die  Abscisse ^^  hat,  so  bleiben  die 

Ordinaten  ungeändert,  und  die  neuen  Abscissen,  wir  wollen  sie  X 
nennen,  ergeben  sich  aus  den  alten  durch  die  Relation  X  =  x — :j — j^ 

(§.  2).  Ist  ferner^  eine  positive  Grösse,  deren  Quadrat  ^4^=  -rj r^rj- 

(1  — >t ) 

ist,  so  verwandelt  sich  (2)  in: 
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(3)  r+-Jl^^=A\ 

Bezeichnet  man  das  X  des  Punktes  F  mit  E,  so  ist: 
Dadurch  geht  (3)  in: 


A'—E' 


(4)     -^  +  -^T^-Fä- =  1 


Über.  Diese  Gleichung  stellt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  vor,  je- 
nachdem  A^^E"^,  d.  h.  A^l  ist.  In  beiden  Fällen  findet  man 
für  die  Excentricität  von  (4)  den  absoluten  Werth  von  2E,  also 
ist  F  einer  der  Brennpunkte  der  Curve. 

Nur  wenn  A  =  1 ,  lassen  sich  die  Transformationen ,  durch 
welche  man  von  (1)  auf  (2)  kommt,  wegen  des  verschwindenden 
Nenners  \  —  X^  nicht  ausführen,  und  man  erhält  eine  neue  Curve, 
die  im  nächsten  Kapitel  untersucht  werden  soll. 
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Die  Parabel.   —   Scheitel-   und  Polargleichungen    der 
'Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 

§.  50.  Der  Ort  aller  Punkte  G  (Fig.  38),  welche  von  einem 
gegebenen  Punkte  F  und  einer  gegebenen  Geraden  ff  gleichweit 
abstehen,  heisst  eine  Parabel,  F  der  Brennpunkt,  ff  die 
Directrix  oder  Leitlinie  der  Parabel.  Die  Gestalt  der  Parabel 
hängt  allein  von  der  Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  Leit- 
linie FL  ab,  welche  Entfernung  =  p  sein  mag. 

Aufgabe.     Die  Gleichung  der  Parabel  zu  bestimmen. 

Die  Mitte  von  FL  sei  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten ;  eine 

Parallele  zur  Leitlinie  sei  die   ?/-Axe;  AF  die  positive  a;-Axe,  also 

die  Abscisse  von  L  =  ——-     Ist  (?  der  Punkt  {x,  y),  so  ist  das 

2 
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Loth    GH  =  JA-\- AL  z=  x-{-  -—  (für   einen   Punkt   mit  negativer 

Abscisse  ist  es  gleich  +  oder  — \x^^\  je  nachdem  G  zwi- 
schen der  Ordinatenaxe  und  der  Leitlinie  oder  jenseits  der  letzteren 
liegt)  und  GF  =  l/^(^  — -f")  +2/'.  also,  weil  GF=GH: 

woraus: 

(1)     f  =  2px. 

Der  Gleichung  (1)  genügt  der  Anfangspunkt  (0,  0),  also  geht 
die  Curve  durch  A;  dieser  Punkt  heisst  der  Scheitel.  Da  negative 
Werthe  des  x  für  y  imaginäre  Werthe  ergeben  würden,  so  erstreckt 
sich  die  Curve  nur  innerhalb  der  beiden  Quadranten  mit  positivem  x, 
den  Werth  der  Abscisse  kann  man  von  x  =  0  bis  x  =^  -{-oo 
wachsen  lassen.  Zu  jedem  Werthe  von  x  gehören  zwei  gleiche, 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  behaftete  Werthe  von  y,  also  theilt 
die  a;-Axe,  die  deshalb  auch  die  Axe  der  Curve  heisst,  die  Parabel 
in  zwei  congruente  Hälften;  y  selbst  wächst  ebenfalls  absolut  von  0 
bis  oo.  Während  aber  die  Parabel,  sich  ins  Unendhche  erstreckend, 
sich  immer  mehr  von  der  Axe  entfernt,  nähert  sich  die  Gerade  AG 

derselben  immer  mehr,  denn  tang  GAJ  =  ~  =  — ^  wird  mit  wach- 

X  y 

sendem  y  immer  kleiner.  Die  Ordinalen  der  Durchschnittspunkte 
einer  Geraden: 

(2)     lx-\-my-\-n  =  {) 
mit  der  Curve  sind  durch  die  quadratische  Gleichung  gegeben: 
(3)     /^/^+2pm^/  +  2p/^  =  0; 

diese  Gleichung  hat  eine  unendhche  Wurzel  (§.  44),  wenn  /  =  0 ; 
dann  ist  aber  (2)  oder  my-\-n  =  (^  der  Axe  parallel;  folghch 
schneidet  jede  Parallele  zur  Axe  die  Parabel  in  einem  endhch  und 
in  einem  unendlich  entfernten  Punkte.  Beide  Durchschnittspunkte 
können  nur  ins  Unendliche  fallen,  wenn  /  —  0,  m  =  0  ist;  dann 
hört  (2)  auf  Gleichung  einer  Geraden  zu  sein ;  also  hat  die  Parabel 
keine  Asymptoten  (§.  44,  Anm.). 

Um  die  Parabel  punktweise  zu  construiren,    verbinde  man  F 
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mit  irgend  einem  Punkte  H  auf  ff,  errichte  in  der  Mitte  K  von 
FH  ein  Loth  zu  FH,  und  von  H  ein  Lotli  zu  ff,  dann  ist  für  den 
Durchschnitt  G  beider  Lothe  GF  —  GH,  also  G  ein  Punkt  der 
Curve;  ^, liegt  offenbar  in  der  y-Axe. 

§.  51.  Secante,  Tangente  und  Normale  der  Parabel. 
Es  seien  (x',  ?/'),  (x",  y")  zwei  Punkte  der  Parabel,  also: 

y"  =  2px',     y'"  =  2px", 
woraus : 

y'^-y'-  =  2pi.'-.")     und:     I^  =  ^. 
Die  Gleichung  der  durch  beide  Punkte  gehenden  Geraden  ist: 

oder,  wegen  der  letzten  Gleichung: 

(1)     2/-2/'  =  ^^(^-^')- 

Soll  die  durch  zwei  andere  Parabelpunkte   (x^,  «/,),    (x^,  y.^) 

gehende  Secante  der   ersten   parallel  sein,    so  ist,  weil  bezüglich 

w' —  w"  y  —  ?/,  2ü  2ü 

— ^—  und  — — ^^  gleich  sind      .  .     „    und f- — ,     erfor- 

x'—x"  x,-x^    ""  y'-\-y"  y,  +  y, 

derlich  und  ausreichend,  dass  y'-\-y"  =  yi-\-y.2y  nun  sind  aber  die 

Ordinaten  der  Mitten  beider  Sehnen  iiy'-j-y")^  i  (^1+2/2)  ^^^^  daher 

für  parallele  Sehnen  gleich,  folglich  ergiebt  sich  der  Satz: 

I.  In  einer  Parabel  liegen  die  Mitten  paralleler  Seh- 
nen in  einer  Parallelen  zur  Axe. 

Alle  Parallelen  zur  Axe  heissen  Durchmesser  der  Parabel. 
Fällt  {x",  y")  mit  {x',  y')  zusammen,  so  wird  aus  der  Secante  (1) 
eine  Tangente.    Man  erhält  demnach  als  Gleichung  der  Tangente 

P 

am  Berührungspunkte  {x',  y'):  y—y'  =  -^{x—x'),  und  wenn  man 

nach  Wegschaffung  des -Nenners  y'  statt  y'^  den  Werth  2px'  setzt: 
(2)  yy'  =  p(x  +  x'). 
Man  findet  aus  dieser  Gleichung  oder  als  eine  Folgerung  aus 
I.,  dass  die  Tangente  am  Endpunkte  eines  Durchmessers 
den  Sehnen  parallel  ist,  die  dieser  halbirt;  die  Ordinaten- 
axe  ist  also  Tangente  am  Scheitel.  Die  Gleichung  der  Normale, 
die  durch  (x',  y')  geht  und  auf  (2)  senkrecht  steht,  ist: 
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(3)    y-y'  =  -yi^-^')' 

Zur  Construction  der  Tangente  und  Normale  suchen  wir  ihre 
Durchschnitte  mit  der  cc-Axe.  Setzt  man  i;i  (2)  y  =  0,  so  kommt 
X  =  —  x';  der  Punkt  P  (Fig.  38),  wo  die  Tangente  in  G  die  Axe 
trifft,  ist  also  vom  Scheitel  A  ehenso  weit  entfernt,  als  dei-  Fuss- 
punkt  J  der  Ordinate;  weil  PA -i- AF  =  AJ -\^  AL  oder  PF  =  JL 
=  GH,  und  nach  §.  50  GF  =  GH,  so  ist  GF  =  PF.  Hieraus  er- 
giebt  sich  die  Gleichheit  der  Winkel  PGF,  GPF,  oder  der  W.  PGF, 
P'GH,  d.  h. : 

n.  Die  Tarngente  bildet  gleiche  Winkel  mit  dem  Ra- 
dius-Vector  und  dem  Durchmesser. 

Setzen  wir  in  (3)  «/  =  0,  so  kommt  x  =  x'-\-p;  ist  demnach 
GN  die  Normale,  so  ist  AN  =  x'-\-p;  es  ist  aber  AJ  =  x',  also 
JN  =  p,  d.h.: 

III.  Das  Stück  der  Axe  zwischen  der  Ordinate  und 
der  Normale  ist  constant  =  p. 

Alle  diese  Eigenschaften  gewähren  Mittel  zur  Construction  der 
Normale  und  Tangente,  wenn  der  Berührungspunkt  gegeben  ist.  — 
Weil  PF=  FG  =  GH  und  PF  parallel  mit  GH,  so  ist  PFGH  ein 
Rhombus,  dessen  Diagonalen  PG,  FH  sich  unter  rechten  Winkeln 
halbiren;  die  Mitte  K  von  HF  liegt  aber  auf  der  y-kxe  (§.  50), 
folglich : 

IV.  Die  Fusspunkte  (K)  der  Lothe,  welche  man  vom 
Brennpunkte  F  auf  die  Tangenten  fällt,  liegen  in  der 
Scheiteltangente. 

Anm.  Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  eine  Construction  der 
Tangenten  von  einem  Punkte  P'  an  die  Parabel,  man  beschreibe 
(Fig.  38*)  über  P'F  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  verbinde  die 
Punkte  {K  und  Ä^),  in  welchen  er  die  Scheiteltangente  schneidet, 
mit  P',  so  sind  dies  die  verlangten  Tangenten.  Die  Construction 
passt  auch  für  den  Fall,  dass  P'  ein  Punkt  der  Curve  selbst 
ist.  —  Weil  ferner  für  den  Punkt  P'  der  Tangente  P'F  =  FH, 
so  erhält  man  die  Berührungspunkte  G  und  G^  der  durch  P'  ge- 
henden Tangenten,  wenn  man  mit  P'F  um  P'  einen  Kreis  be- 
schreibt, und  aus  den  Punkten  H  und  /f„,  welche  er  mit  der  Leit- 
Hnie  gemein  hat,  Parallelen  zur  Axe  zieht,  welche  die  Parabel  in 
G  und  G^  treffen. 
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§.  52.  Umformung  der  Parabelgleichung.  Die  Sehne 
BB'  =  2t  (Fig.  39),  werde  in  P  durch  den  Durchmesser  0PF  hal- 
birt;  es  sei  cp  die  Grösse  der  positiven  Drehung  von  PP'  nach  PB, 
lerner  seien  ^,  r^  die  Coordinaten  von  P,  J',  ri  die  von  Q;  dann 
sind  die  Coordinaten  von  B:  J-f-icosqp^  ?;-|-fsin(f,  und  die  von 
5':  H-<cos(180"4-r^'),  >?+<sin(180"+(/5)  oder|— «cosqp,??  — <sin(f). 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Parabel  ein ,  so 
kommt: 

ff-^lfitsmcp  +  f^Ancp^  =  2p^-\-2ptcosg), 
')]'^~-27]tsin(p-\-fsmg)^  —  2p^  —  2ptcosq), 

woraus  durch  Addition  und  Subtraction; 

(1)     7j'+esmq)'  =  2p^, 

P 

(2)     T^sinqp  =  pcosq),     oder:     tang^  =  -^« 

Die   Interpretation    von    (2)    führt   auf   den  Satz  I.    in  §.  51;   fer- 
ner ist: 

•      2  tangy^  p' 

• ;  sm  CD    =    .   ,   , 2"  =  — 2~i — 2"  * 

^  l-j-tang^)  p-\-^ 

wodurch  (1)  in: 

(3)     f  =  -^^{2p^-v') 

übergeht.    Da  für  Q  oder  {^',  tj):  rj''  =  2p^'  ist,  so  kann  man  statt 
(3)  schreiben: 

(4)     f  =  l!±^(2p|-2;,|')  =  4(|-+  |')(|-|')- 
Nun  ist: 

also: 

Es  können  aber  t  (d.  h.  J5P)  und  QP  als  Coordinaten  von  jB 
in  Bezug  auf  ein  schiefwinkliges  System  angesehen  werden,  dessen 
Axen  der  Durchmesser  QP  "nd  die  (der  Sehne  BB'  parallele)  Tan- 
gente in   Q  ist;  also,  wenn  2L'Q  =  q  gesetzt  wird: 
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I.  Die  Gleichung  der  Parabel,  bezogen  auf  einen 
Durchmesser  als  ic-Axe  und  die  Tangente  am  Endpunkte 
oder  Scheitel  des  Durchmessers  als  «/-Axe,  ist: 

(5)     y'  =  2qx, 

wo  q  die  doppelte  Entfernung  des  Anfangspunktes  von 
der  Leitlinie  bedeutet. 

Ist  das  schiefwinklige  Axensystem  xQy  (Fig.  40)  und  q  =  2QL' 
gegeben,  so  ist  die  durch  L'  gehende  Senkrechte  zur  x-A\e  die 
Leitlinie  der  Parabel.  Fällt  man  von  V  auf  die  y-Axe  das  Loth 
L'K  und  macht  seine  Verlängerung  KF  =  KU,  so  ist  nach  den 
§§.  50  und  51  F  der  Brennpunkt. 

Durch  dieselbe  Rechnung  wie  in  §.51  findet  man  die  Glei- 
chung der  Tangente  in  diesem  schiefwinkhgen  Systeme: 

(6)     yy'  =  q(x  +  x'), 

wo  (x'y  y')  der  Berührungspunkt  B  ist.  Ihr  Durchschnitt  (Fig.  39) 
P'  mit  der  neuen  ic-Axe  QP  hat  die  Abscisse  —x';  also  ist 
FQ  =  PO;  da  nun  für  den  Punkt  B'  oder  (x',  —y')  dasselbe  gilt, 
so  haben  wir  den  Satz: 

II.  Die  Tangenten  an  den  Endpunkten  einer  Sehne 
schneiden  sich  auf  demjenigen  Durchmesser,  welcher 
die  Sehne  halbirt,  und  zwar  ist  der  Scheitel  des  Durch- 
messers (Q)  von  der  Mitte  der  Sehne  (P)  und  dem  Durch- 
schnitte der  Tangenten  (F)  gleichweit  entfernt. 

Um  demnach  von  einem  Punkte  P'  (Fig.  39)  ausserhalb  der 
Parabel  Tangenten  an  dieselbe  zu  legen,  ziehe  man  durch  P'  eine 
Parallele  zur  Axe,  welche  die  Curve  in  Q  ti'ifft,  mache  QP  =  QP'f 
und  lege  durch  P  eine  Gerade,  welche  der  Tangente  in  Q  parallel 
ist,  so  wird  dieselbe  die  Curve  in  den  verlangten  Berührungspunkten 
treffen. 

§.  53.  Die  Berührungs sehne.  Es  sei  (|,  ti)  ein  behebi- 
ger Punkt  in  der  Ebene  der  auf  einen  Durchmesser  und  die  Tan- 
gente an  seinem  Scheitel  bezogenen  Parabel  «/'  =  2qx.  Ist  (x',  y') 
der  Berührungspunkt  einer  Tangente  yy'  —  qix-^-x'),  und  soll  die- 
selbe durch  (I,  t])  gehen,  so  ist  erforderlich  und  ausreichend, 
dass  fjy'  =  q{^-{-x')  sei;  der  Berührungspunkt  (x',  y')  hegt  dem- 
nach auf  der  Geraden: 

Joachimsthal  Elemente.    2.  Aull.  ß 
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(1)    vy  =  qix^-i). 

Umgekehrt,  die  Tangente  jedes  Parabelpunktes,  welcher  auf 
(1)  liegt,  geht  durch  (J,  ?;),  also  ist  (1)  die  zu  (|,  i])  gehörende 
Berührungssehne. 

Die  ßerührungssehnen  der  Punkte  (|,  ??),  (|,  ??'),  (|,  rj")  .  .  . 
treffen  die  a;-Axe  in  einem  Punkte,  dessen  Abscisse  =  ~  ^, 
während  die  Punkte  selbst  in  einer  Parallelen  zur  y-A\e  liegen ;  man 
kann  aber  für  jede  Gerade  ÄA'  (Fig.  41  und  42)  eine  ihr  parallele 
Tangente  der  Parabel  bestimmen  (am  Endpunkte  des  Durchmessers, 
welcher  die  AA'  parallelen  Sehnen  halbirt),  folghch: 

I.  Legt  man  von  den  Punkten  einer  Geraden  AA' 
Tangentenpaare  an  die  Parabel,  so  schneiden  sich  die 
Berührungssehnen  sämmtlich  in  einem  Punkte  J;  der 
durch  J  gezogene  Durchmesser  trifft,  nöthigenfalls  verlängert,  AA' 
in  einem  Punkte  H,  so  dass  sein  Scheitel  Q  <lie  Mitte  von  JH  ist. 
Ausserdem  halbirt  dieser  Durchmesser  die  mit  AA'  parallelen  Seh- 
nen; wenn  demnach  die  Linie  AA'  die  Parabel  schneidet,  so  ist  sie 
zugleich  Berührungssehne  von  J  (§.  52,  IL). 

Aehnhch  wie  in  §.  39  beweist  man  auch  die  Umkehrung  dieses 
Satzes,  nämhch: 

IL  Legt  man  durch  einen  Punkt  J  Gerade,  von  wel- 
chen jede  die  Parabel  in  zwei  Punkten  trifft,  und  be- 
stimmt für  jedes  Punktepaar  den  Durchschnitt  der  zu- 
gehörigen Tangenten,  so  ist  der  Ort  desselben  eine 
Gerade  AA'j  der  durch  J  gehende  Durchmesser  halbirt  die  mit 
AA'  parallelen  Sehnen,  und  trifft  AA'  in  einem  Punkte  H,  so  dass 
sein  Scheitel  Q  die  Mitte  von  JH  ist;  können  demnach  von  J  aus 
Tangenten  an  die  Parabel  gelegt  werden,  so  ist  AA'  die  Berüh- 
rungssehne. 

Man  nennt  J  den  Pol  von  AA'  und  diese  Gerade  die  Polare 
von  J;  ist  J  der  Brennpunkt,  so  ist  AA'  die  Leithnie. 

§.  54.  Flächeninhalt  von  Parabelstücken.  Der  Lehr- 
satz (§.  52,  IL)  führt  zu  der  Inhaltsberechnung  des  Parabel- 
segments. 

Es  sei  0  (Fig.  43)  der  Durchschnitt  der  Tangenten  in  A  und 
B,  C  der  Scheitel  des  durch  Q  gehenden  Durchmessers,  der  zu- 
gleich AB  in  P  halbirt,  also  FE,  die  Tangente  in  C,  der  Sehne  AB 
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parallel.  Weil  QC  =  CP,  so  ist  FE  ==  }^AB  und  das  von  Q  auf  EF 
gefällte  Loth  gleich  dem  \on  C  auf  AB  gefällten;  das  eingeschriebene 
Dreieck  ACB  ist  demnach  doppelt  so  gross,  als  das  umschriebene 
QFE.  Zieht  man  durch  F  und  E  wiederum  Durchmesser  und  in 
ihren  Scheiteln  1)  und  D'  die  Tangenten  GH,  G'H' ,  so  wie  ausser- 
dem die  Sehnen  BD,  CD,  CD',  AD',  so  sind  nach  derselben 
Schlussfolge  die  Dreiecke  BDC  und  AD'C  das  Doppelte  der  Drei- 
ecke HFG  und  WEG';  also  auch  durch  Addition  das  eingeschriebene 
Fünfeck  BDCD'A  doppelt  so  gi'oss  als  die  von  den  Tangenten  ge- 
bildete Figur  HQH'G'GH.  Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  indem 
man  durch  H,  G,  H',  G'  wieder  Durchmesser  zieht,  so  findet  man 
endhch,  nach  bekannter  Schlussweise,  dass  die  von  der  Sehne  AB 
und  dem  Parabelbogen  BCA  begränzte  Fläche  doppelt  so  gross  ist, 
als  das  von  dem  Curvenbogen  und  den  Tangenten  an  den  Endpunkten 
der  Sehne  eingeschlossene  Stück;  oder  mit  anderen  Worten: 

Das  von  einer  Sehne  und  der  Parabel  begränzte  Stück 
ist  zwei  Drittel  des  Dreiecks,  welches  die  Sehne  mit  den 
Tangenten  an  ihren  Endpunkten  einschliesst. 

Steht  die  Sehne  zur  Axe  senkrecht,  so  theilt  letztere  die  ganze 
Figur  in  zwei  congruente  Stücke;  daher  ist  auch  (Fig.  38)  das  von 
der  Ordinate  GJ  (=  ?/),  der  Abscisse  AJ  {=  x),  und  dem  Bogen 
AG  begränzte  Stück  zwei  Drittel  des  Dreiecks  GPJ,  also,  wegen 
PJ  =  2x,  gleich  =  ^xy. 

§.55.  Scheitelgleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel. 
Die  Gleichungen  dieser  beiden  Curven  nehmen  eine  ähnhche  Form 
an  wie  die  der  Parabel,  wenn  ein  Durchmesser  und  die  Tangente 
an  einem  seiner  Endpunkte  als  x-  und  y-Axen  angenommen  wer- 
den. —  Es  sei  bei  der  Ellipse  (Fig.  23)  die  Tangente  in  L  die 
!/-Axe,  LL'  die  a;-Axe,    also  für  den'  Punkt  P,  PQ  =  y,  LQ  —  x. 

Nach  §.  34,  HI.  ist  — t  +  -|^  =  1,  wo  X  die  vom  Mittelpunkte  ge-- 

zählte  Abscisse  OQ  bedeutet,  es  ist  aber  für  jede  Lage  von  P, 
X=  a — X,  also: 


6* 


(« 

— 

xf 

.  4- 

f'  _ 

1, 

oder: 

- 

-l'H- 

a 

J 

i 

^-- 

woraus : 

(1) 

f 

_  Iß' 
a 

X- 

^^•^ 
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und  wenn  gesetzt  wird: 

(2)     P  =  ^. 
SO  kommt: 

(3)     y'  =  2px-^x\ 

Setzt  man  bei  der  Hyperbel  (Fig.  33)  die  von  0  in  der  Rich- 
tung nach  00  positiv  genommenen  Abscissen  =  X,  und  die  vom 
Scheitel  L  nach  derselben  Richtung  gerechneten  Abscissen  =  x,  so 
hat  man  (§.  47,  IL): 


woraus : 


^  —  1,     X  =  x  +  a, 

und,  wenn  wiederum  der  Kürze  wegen  p  statt  ^—-  geschrieben  wird : 

u 

(4)     f  =  1.px  +  ^x\ 

Nimmt  man  demnach  einen  Curvenpunkt  als  Anfangs- 
punkt, den  durch  ihn  gehenden  Durchmesser  als  a;-Axe, 
die  Tangente  an  demselben  als  «/-Axe,  so  stellt 

y'^  =  2px  +  qx^ 
die  Gleichung  einer  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  vor, 
jenachdem  q  negativ,   =0,  oder  positiv  ist. 

Die  Linie  2p  =  — —  nennt  man  den  Parameter  des  Durch- 
« 

messers,  welcher  als  a;-Axe  dient.    Ist  die  ic-Axe  diejenige  Hauptaxe 

2a,  welche  die  Brennpunkte  enthält,  also  ihr  Parameter  2p  =  2  — , 

so  ist  2p  die  durch  einen  Brennpunkt  gezogene  zur  Hauptaxe  senk- 
rechte Sehne.     Denn  die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse  oder  der 

Hyperbel  ist  — 3- +  ~- =  1 ;   die  Abscisse  eines  Brennpunktes  vom 
(t        0 


Mittelpunkte    aus    gezählt    e  ==  ]/a'^-\-b^;    also    ist    die    auf    dem 
Brennpunkte    stehende    Ordinate    durch     die    Gleichung    gegeben 

— '^^±-~  =  1,  woraus  «/'  —  — ^,  und  y  =  p.    Dasselbe  gilt  für 
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die  auf  ihre  Hauptaxe  bezogene  Parabel  y^  =  2px;  denn  die  Abscisse 

des  Brennpunktes  ist  gleich  -^,  also  die  Ordinate  im  Brennpunkte 

=  p  und  die  in  Rede  stehende  Sehne  =  2p.  —  Wird  in  (3)  und 
(4)  die  Grösse  a  unendlich  angenommen,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung der  Parabel;  diese  Gurve  kann  also  als  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  angesehen  werden,  von  welcher  der  Mittelpunkt  und  der 
eine  Brennpunkt  unendHch  entfernt  sind. 

§.  56.  Polargleichungen  der  Ellipse,  Hyperbel  und 
Parabel.  Es  sei  in  der  Ellipse  (Fig.  21)  der  Radius-Vector  FG  —  r, 
der  von  AF  nach  FG  gezählte  Winkel  AFG  =  v,  so  dass  für  A' 
Winkel  i?  ==  180°  wird;  x  die  Abscisse  von  G,  vom  Mittelpunkte 
aus  gerechnet,  und  a;,  die  vom  Brennpunkte,  aber  nach  derselben 
Richtung,  gezählte,  so  ist: 


ex 

iCj  =  rcosü,    x^  =  x—e,    r  =  a (§.  40), 


also: 


r  =  a (ß  +  ^cosf),     woraus:  r{a-{-eGOsv)  =  a'^—e^  =  b'\ 

d 

Schreibt  man: 

SO  ist  di  ePolargl  ei  chungderEllipse  vom  Brennpunkte  aus: 
(2)     r=  P 


1+ Acost? 

Für  die  Hyperbel  (Fig.  30)  möge  ebenfalls  dem  Scheitel  A,  so 
wie  A'  der  Werth  v  =  0  entsprechen ;  dann  ist  OF  ~  FH  —  OH, 
oder  X  =^  e  —  rcosi?,   welche  Formel   für  jede  Lage   von   G  gilt. 

ßX 

Nun  ist  (§.  48)  für  den  Hyperbelzweig,  in  dem  F  liegt,  r  = a, 

Cb 


e        e 

1 rcos«?, 

a       a 


Pf 

und  für  den  anderen  =a ,  also  ha 

a 

~  a 

e 

rcostJ  — a,     r=:a  — 

a 

woraus : 

, 

r(a  +  ecosu)  =  e'—a^ 

r(ecos«?  — a)  =  c'— a' 
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und  mit  Hilfe  der  Abkürzungen  (1): 

(3)     r=:——^ und:     (3*)     r  = -, ^ -• 

Für  die  Parabel  (Fig.  38)  sei  wiederum  W.  ÄFG  =  v,  dann  ist: 

x  =  AF-\-FJ  =  ^-^rcos{lSO'-v>)  ==-^  — rcosü; 
nun  ist  (§.  50): 

j=:FG  =  GH  =  -^-{-x  =  p  —  r  cos  V, 

woraus: 

V 


(4) 


1  -|-  COStJ 

Weil    —  —  A  für  die  Ellipse  (Hyperbel)  kleiner  (grösser)  als  1  ist, 
a 

so  stellt  also  die  Polargleichung: 

V 


r  ■= 


1  +^COSÜ 

die  Ellipse,  die  Parabel  oder  einen  Hyperbelzweig  dar, 
je  nachdem  A<c  1,  A  =  1,  oder  A>  1  ist. 
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Transformation   der    Co  ordinaten. 

§.  57.  Die  folgenden  Untersuchungen  verlangen  die  Lösung 
der  Hilfsaufgabe,  „wenn  die  gegenseitige  Lage  zweier  Coor- 
dinatensysteme  und  die  Coordinaten  eines  Punktes  B  in 
Bezug  auf  das  eine  System  bekannt  sind,  die  Coordinaten 
von  B  in  Bezug  auf  das  andere  System  zu  finden".  Wir 
haben  in  §.  6  gesehen,  dass,  wenn  beide  Systeme  parallel  imd 
gleich  gerichtet  sind,  und  B  in  Bezug  auf  das  erste  System  x,  y 
und  in  Bezug  auf  das  zweite  X,  Y  zu  Coordinaten  hat,  die  Glei- 
chungen :  • 
(1)     X  =  x-t,     Y  =  y-'n 
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Stattfinden,  wo  J,  t]  die  Coordinaten  des  zweiten  Anfangspunktes 
in  Bezug  auf  das  erste  System  sind.  Wir  wollen  jetzt  den  Fall 
untersuchen,  dass  beide  Systeme  den  Anfangspunkt,  aber  nicht  die 
Richtungen  der  Axen  gemein  haben,  und  zuletzt  den  allgemeinen 
Fall  betrachten. 

§.  58.  Transformation  der  Coordinaten. mit  demsel- 
ben Anfangspunkte.  Es  sei  (Fig.  44)  ahcdef .  .  eine  gebrochene 
Linie;  durch  a  sei  eine  Gerade  gezogen,  deren  eine  Hälfte  t 
als  positive  Seite  einer  Abscissenaxe  angesehen  werde.  Versteht 
man  unter  (ab,  /),  (öc,  0'  (^^^  0  ii-  s.  w.  die  Winkel,  welche  die 
Richtung  eines  Punktes,  der  die  Seiten  ab,  bc,  cd,  .  .  der  Reihe 
nach  durchläuft,  mit  t  bildet*),  so  ist  die  Abscisse  von  a  =  0, 
von  b  =  ab  cos  (ab,  t),  von  c  =  ab  cos  (ab,  t)-\-bc  cos  (bc,  f);  denn 
ist  (bc,  t)  spitz,  wie  in  Fig.  44,  so  ist  zu  der  Abscisse  von  b  das 
Stück  b'c'  =  bc  cos  (bc,  t)  hinzuzufügen ,  und  ist  (bc,  t)  stumpf, 
wie  in  Fig.  45,  so  ist  von  der  Abscisse  von  b  das  Stück 
b'c'  =  bc  cos  (ISO'^ — (bc,  t))  =  —bccos(bc,  t)  abzuziehen,  d.  h. 
6ccos(6c,  t)  zu  addiren.  Ebenso  findet  sich  die  Abscisse  von 
d  =  abcos(ab,  t)  -{-  bc  cos  (bc,  t)  +  cd  cos  (cd,  t)  u.  s.  w.  Bildet  die 
gebrochene  Linie  ein  geschlossenes  Polygon  abc.fga,  so  ist  die 
Abscisse  des  letzten  Punktes  a  wieder  =  0,  und  man  hat: 

(1)     ab  cos  (ab,  t)-}-bc  cos  (bc,  i)-] 

'"  +  fgcos(fg,  t)-\-gacos(ga,  t)  =  0; 
welche  Formel  die  Grundlage  der  Polygonometrie  bildet.  —  Die 
Richtung  t  bildet  mit  der  Richtung  einer  Seite,  wie  ab,  zwei  Win- 
kel, die  sich  zu  360"  ergänzen;  da  aber  die  Cosinus  zweier  solchen 
Winkel  gleich  sind,  so  ist  es  für  die  Formel  (1)  und  die  folgenden 
gleichgültig,  welchen  von  beiden  man  nimmt ;  dies  würde  nicht  der 
Fall  sein,  wenn  die  Formel  (1)  Sinus  enthielte. 

Es  sei  die  Halbaxe  1  durch  den  Anfangspunkt  0  eines  Coor- 
dinatensystems  gezogen  (Fig.  46);  wir  bezeichnen  Ob  durch  r,  den 
Winkel  (Ob,  t)  durch  (r,  t)  und  die  Winkel  zwischen  den  positi- 
ven Halbaxen  x  und  y  und  der  Axe  t  bezüglich  durch  (x,  t),  (y,  t); 
dann  ist  das  t  des  Punktes  b  gleich  rcos(r,  t),  und  auch  nach  dem 
Vorigen  gleich  0  a  cos  (0  a,  f)-\- ab  cos  (ab,  t),  also: 

(2)     r  cos  (r,  t)  —  Oa  cos  (Oa,  t)  +  ab  cos  (ab,  t). 


*)  In  der  Figur  sind  die  Winkel  {ab,  <),  {bc,  t),  {cd,  t)  .  .  mit  a,  ß,  y 
bezeichnet. 


88  §•  58.     Siebentes  Kapitel. 

Liegt  nun  der  Punkt  b  im  positiven  Quadranten,  so  ist  Oa  =  x, 
ah  =  y,  und  die  Richtungen  von  0  nach  a,  und  von  a  nach  b 
den  -{-X-  und  -f* ^/-Richtungen  parallel;  also  wird  aus  (2): 

(3)     r  cos  (r,  t)  =  x  cos  (x,  0  +  2/  ^^^  (y^  0- 

Ist  dagegen  eine  der  Coordinaten  negativ,  wie  z.  B.  für  6'  die 
Abscisse,  so  gilt  zwar  noch  immer  (2)  rcos(r,  t)  =  Oa' cos  {Oa',  i) 
-{-a'b' cos (a'b',  t),  aber  (Oa',  t)  ist  nicht  =  (x,  t),  sondern* 
(ISO'*— (ic,  /)),  und  rcos(r,  t)  =  —  Oa' cos (x,  t)-{-ycos(y,  f);  weil 
jedoch  X  =  —  Oa',  so  geht  diese  Formel  wieder  in  (3)  über;  ähn- 
lich zeigt  man  die  Gültigkeit  von  (3)  für  die  beiden  anderen  Qua- 
dranten der  Ebene. 

Bezeichnen  nun  (x,  i/),  (x',  y')  die  Coordinaten  eines  und  des- 
selben Punktes  b  in  Bezug  auf  zwei  Coordinatensysteme  mit  dem- 
selben Anfangspunkte  0  (Fig.  47)  und  t  eine  behebige  durch  0  ge- 
zogene Halbaxe,  so  ist  auch: 

rcos(r,  t)  =  a;'cos(ic',  t)-{-  y'cos(y',  t), 
also: 

(4)     X  cos  (Xy  f)  -\-y  cos  (y,  t)  —  x'  cos  {x',  f)  +  y'  cos  («/',  t). 

Diese  Gleichung  stellt,  da  t  eine  behebige  Gerade  ist,  unzähhg 
viele  Relationen  zwischen  den  vier  Grössen  x,  y,  x\  y'  dar;  nimmt 
man  zwei  Richtungen  für  t  an,  so  hat  man  zwei  Gleichungen,  aus 
denen  man  das  eine  Paar  der  Grössen  x,  y ;  x\  y'  durch  das  an- 
dere ausdrücken  kann.  Ist  z.  B.  t'  auf  der  y-Axe  senkrecht,  also 
(yy  t')  =  90",  und  cos(y,  f)  =  0,  so  erhält  man: 

iccos(ir_,  t')  =  ic'cos(a7'^  t')-\-y'cos{y',  <'), 

und  ähnUch,  wenn  t"  auf  der  a;-Axe  senkrecht  ist: 


also 


ycos(y,  t")  =  ic'cos(ic',  i") -{- y' cos  (y' ,  <"), 


^  =  ^,_cos(^^0_ _,     ,  cos(y^  V) 
^  cos  {x,  t')     '  ^    cos  (x,  t') 

(5) 


cos(a;^H  ,  ^,  cos(y,n 

^  cos{y,  t")   ~^^    cos  iy,  t") 

Ist  namentlich  das  eine  System  (x',  y')  ein  rechtwinkhges,  und  giebt 
man  der  Geraden  /  der  Reihe  nach  die  Richtung  von  -\-x'  und  -\-y', 


(6) 
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SO  kommt,  mit  Berücksichtigung  von  cos(x',  x')  =  \,  cos(a;',  y')  =  0, 

cos(y',y')  =  1: 

X  cos  (Xy  x')  4-  y  cos  (y,  x')  =  x\ 
a;cos(a;,  y')+ycos(ij,  y')  =  y'. 

Stimmen  die  Drehungsrichtungen  von  der  -]-x-  nach  der  -\-y-k\e, 
und  von  der  -\-x'-  nach  der  -j-y'-Axe  überein,  und  ist  in  diesem 
Sinne  gemessen  der  Winkel  von  der  -\-x-  nach  der  -|-?/-Axe  =  q), 
und  von  der  -\-x-  nach  der  +ic'-Axe  =  a,  also  nach  der  -f-«/'-Axe 
=  90®+^*  so  sind  die  Winkel  von  der  -{-y-  nach  der  +^'-  imd 
-|-2/'-Axe  bezüglich  gleich  a— (^  und  90"+«— g).  (Fällt  einer  dieser 
Winkel  negativ  aus,  so  kann  man  360"  hinzuaddiren.)  Wir  haben  dem- 
nach in  (6)  cos(iP,  x')  =  cosa,  cos(ic,  y')  =  cos(90°+a)  =  — sina, 
(ios(y,x')  =  cos{a—g))  =  cos(g)—d),  cosiy^y')  —  cos(90°+a— ^) 
=  —  sin (a—cp)  =  sin (cp  —  a)  zu  setzen ;  man  erhält  hierdurch : 

ix' =^      xcosa-\-ycos(q)  —  ä), 

\y'  =  —  ic  sin  a  +  t/  sin  (^  —  a). 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  x  und  y  auf,  so  kommt,  weil 
cos  asin  {(p  —  a)  -|-  sin  a  cos  {<cp  —  a)  =^  ün{cp  —  a  ~\-  d)  ■=  sin  cp : 


(8) 


1 

y  =  —. \x'  sin  a  +  ?/'  cos  a\. 


Die  Formeln  (7)  und  (8)  geben  die  Transformation 
eines  beliebigen  Systems  (Xy  y)  in  ein  rechtwinkliges 
{x\  y')  und  umgekehrt.  Ist  auch  das  {x,  ?/)-System  rechtwinklig, 
oder  (jp  =  90^  also  das  {x',  ?/')-System  die  Lage,  in  welche  das 
{x,  y)- System  durch  eine  positive  Drehung  um  den  Winkel  a  ge- 
langt, so  gehen  die  Formeln  (8)  in: 

(9)     X  =  ic'  cos  a  —  y'  sin  a,     y  =^  x'  sin  a-\-y'  cos  a 

über. 

Anm.  Quadrirt  man  die  Gleichungen  (7)  und  addirt  sie,  so 
kommt  wegen: 

cosa^+sina^=  1,     cosacos((jp  —  a)  — sin  asin  ((jp  —  a)  =  cos (jp^ 

cos  (qp  —  ay-\-  sin  (y  —  öf)^  =  1 : 

(10)     x^'^y''  =  x'+2xycoscp  +  y'^; 
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eine  Gleichung,  die  man  vorhersehen  konnte,  weil  die  beiden  Seiten 
derselben  das  Quadrat  der  Entfernung  eines  Punktes  vom  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkte  bezüglich  in  dem  rechtwinkligen  Systeme 
(x',  y')  und  in  dem  schiefwinkligen  {x,  y)  ausdrücken. 

§.  59.  Allgemeine  Transformation  der  Coordinaten. 
Aus  §.  58,  Form.  5  ergiebt  sich,  dass  die  Transformationsformeln, 
wenn  beide  Systeme  denselben  Anfangspunkt  haben,  von  der  Form 
sind : 

X  =  ax'-{-  ßy'y     y  =  a'x'^  ßy\ 

wo  a,  ß,  a},  ß'  nur  von  den  Winkelverhältnissen  zwischen  den 
vier  Axen  abhängige  Coefficienten  bedeuten.  — -  Man  habe  jetzt 
zwei  behebige  Coordinatensysteme,  x,  y  und  x\  y';  das  eine  mit 
dem  Anfangspunkte  0,  das  andere  mit  dem  Anfangspunkte  0'; 
durch  0'  lege  man  ein  Hilfssystem  (X,  F),  das  dem  ersten  (x,  y) 
parallel  und  gleich  gerichtet  ist;  dann  gelten  für  die  Coordinaten 
eines  und  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  drei  Systeme 
die  Gleichungen: 

(1)     X^x-~lY  =  y    ~v;  X=:ax'+ßy\   Y  =  a'x'+ßy\ 

wo  I,  f]  die  Coordinaten  von  0'  in  Bezug  auf  das  (x,  i/)- System 
und  a,  ß,  a!,  ß'  durch  die  Winkelverhältnisse  zwischen  den  Axen 
{x,  y)  und  (a?',  ?/')  nach  §.  58  bekannt  sind.     Aus  (1)  folgt: 

^2)      [x=:l-{-ax'  +  ßy\ 

f  y  =v  +  «'^'  +  ßy'y 

und  dies  sind  die  Formeln  für  die  allgemeine  Transfor- 
mation der  Coordinaten.  Sind  z.  B.  (wie  in  Fig.  48)  beide 
Systeme  rechtwinklig  und  das  zweite  gegen  das  erste  um  a  im 
positiven  Sinne  gedreht,  so  ist  in  Folge  von  §.  58,  Form.  9: 

(3)     X  =  ^-{-x'cosa  —  y'sina,     y  =^  tj-^-x'm^a-^y'cosa^ 

für  andere  Winkelvcrhältnisse  beider  Systeme  bekommt  man  andere 
Werthe  der  Constanten  «_,  ßj  a',  ß'. 

Es  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Axen  Ox,  Oy  in  Bezug 
auf  das  andere  System  x'O'y'  bezüglich: 

(4)     A-j'Bx'  +  Cy'  =  0,         (5)    A'+ B'x'+ Oy' =  0. 

Nun  ist  für  die  Oa;-Axe  ?/ =  0,  also  zufolge  (2): 
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(6)    ^  +  «v+^y  =  o, 

und  für  die  Oy-Axe  x  =  0,  also  wegen  (2) : 

(7)     'i  +  ax'+ßy'  =  0. 

Da  (4)  und  (6)  dieselbe  Gerade  in  dem  System  x'O'y'  dar- 
stellen, so  können  sich  ihre  linken  Seiten  nur  durch  einen  con- 
stanten  (von  x',  y'  unabhängigen)  Factor  unterscheiden  (§.  1 7),  das- 
selbe gilt  für  (5)  und  (7),  und  wenn  man  diese  Factoren  durch 
§,  8'  bezeichnet,  so  muss  sein: 

7?  +  « V  J^ßy'  =  Ö{A+  Bx'  -f-  Cy% 
^  +  ax'  +  ßy'  =r  S'  {A'  +  B'x'  +  C'y') ; 

dies  giebt  den  wichtigen  Satz: 

I.  Sind  p  =  ()^  q  =  0  die  Gleichungen  zweier  sich 
schneidenden  Geraden  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  Coor- 
dinatensystem  (x',  y'),  und  macht  man  die  erste  zur  y-, 
die  zweite  zur  ic-Axe  eines  neuen  Systems  (x,  ?/),  so 
sind  ^ie  Transformationsformeln  der  Coordinaten  x  =  8p, 
y  =  d'q,  wo  S  und  S'  zwei  von  Null  verschiedene  Con- 
stanten bezeichnen. 

Ist  die  Gleichung  einer  Gurve  [7  =  0  in  dem  System  (x,  y) 
gegeben,  und  man  schreibt  in  C/ =  0  statt  x  und  y  die  rechten 
Seiten  von  (2),  so  erhält  man  die  Gleichung  V  =  0,  welche  die- 
selbe Gurve  in  Bezug  auf  das  {x',  ?/')- System  darstellt.  Ist  die 
Gurve  namentlich  eine  algebraische  der  wten  Ordnung,  so  dass  U  aus 
einer  Reihe  von  Ghedern  besteht  ax^y^'  -{-bx^y"^'  -\-",  wo  die  Expo- 
nentensummen l-\-l',  m-]-m!y  .  .  den  Werth  n  nicht  übersteigen,  aber 
wenigstens  einmal  erreichen,  so  wird  f/'  =  0  von  keiner  höheren 
Ordnung  sein  können  als  C/  =  0,  denn  das  Glied,  welches  an  die 
Stelle  von  arc^y  tritt,  a{^^ax'-\- ßy')\ri-{  a'x'^  ß'y'f,  ist  eben- 
falls von  der  Dimension  l-\-  V.  Andererseits  kann  man  durch  ganz 
analoge  Formeln  wie  (2)  t/'  =  0  in  U  =  0  zurücktransformiren, 
also  kann  auch  U  von  keiner  höheren  Ordnung  sein  wie  V,  d.  h. 
die  Ordnung  einer  algebraischen  Gurve  bleibt  durch 
die  Transformation  der  Goordinaten  ungeändert. 

§.  60.  Anwendungen  auf  die  Lehre  vom  Punkte  und 
der  geraden  Linie.     Aus  der  Formel  (§.  58,  3),  nämhch: 
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(1 )     r  COS  {r,  t)  =  X  cos  (x,  t)-\-y  cos  («/,  t) 

folgt,  wenn  t  der  Reihe  nach  mit  r,  der  -\~x-^  der  -\-y-Axe  zu- 
sammenfällt: 

(2)  r  =  x  cos  (x,  r)  +  y  cos  (y,  r), 

(3)  r  cos  (r,  x)  =  x  +  y  cos  (y,  o;), 

(4)  r  cos  (r,  «/)  =  a;  cos  (x,  ?/)  +  ?/, 

und  wenn  man  xX  (3)  +«/X  (4)  bildet,  mit  Berücksichtigung 
von  (2): 


(5)     r'  =  x'+2xycos{x,  y)  +  y'  (vgl.  §.11,  Form.  3). 
Dividirt  man  (3)  und  (4)  durch  r,  so  lassen  sich  die  Brücl 

y 

^-  aus  den  neuen  Gleichungen  berechnen,  und  es  kommt: 


-^  { 1  —  cos  (o;,  t/)'|  =  —  cos  {r,  y)  cos  {y,  x)  +  cos  {r,  x\ 

(6)  : 

-^  { 1  —  cos  {x,  yy\=i  —  cos  (r,  x)  cos  (y,  x)  -(-  cos  (r,  y)- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  durch  r  dividirte  Gleichung  (2) 
ein,  so  wird: 

(7)     1  —  cos  (x,  yY—  cos  (r,  xY—  cos  (r,  yY 
+  2  cos  (r,  x)  cos  (r^  t/)  cos  (?/,  x)  =  0, 

dies  ist  eine  Gleichung  zwischen  den  Winkeln,  welche  drei 
durch  einen  Punkt  gezogene  Richtungen  x,  y,  r  bilden. 
Giebt  man  den  kleinen  Vortheil  auf,  bei  der  Bezeichnung  (r,  x) 
und  ähnlichen  von  der  Feststellung  einer  Drehungsrichtung  ab- 
sehen zu  dürfen,  so  kann  man  Sinus  einführen  und  die  Formeln 
(6)  vereinfachen  sich.  Gehen  nämlich  von  einem  Punkte  0  zwei 
Richtungen  aus  a  und  h,  und  nennt  man  (6,  a)  die  im  posi- 
tiven Sinne  gezählte  Drehung  (§.  8)  von  a  nach  h,  so  ist, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  (6,  a)=360"— («;,  6)  oder 
=  —{a,  6),  wenn  man  360**  und  seine  Vielfachen  ausser  Acht 
lässt,  und  (c,  6)  =  (c,  «)  —  (&,  a);  ferner  kann  cos(a,  6)  und 
—  sin(a,  6)  für  cos(6^  a)  und  sin(6,  a)  gesetzt  werden.  Erwägt 
man,  dass: 
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cos(r,  x)  =  cos{(r,  y)  —  ix,  y)]  =  cos(r,  y)cos{x,  y) 
,  .  +sin(r,  2/)sin(a7, 2/), 

^  cos (r,  y)  =  cos  {(r,  x)  —  (y,  x)\  =  cos {r,  x)  cos  (y,  x) 
+  sm{r,x)s'm{y,x), 

so  gehen  die  Formeln  (6)  in  die  folgenden  über: 

/«*x  sin(r,  w)  sin(r,  ic) 

(7*)     x  =  r  .    ^  '  ^;  ,       y  =  r  .   )'    \  , 

und  die  Substitution  dieser  Werthe  in  (5)  ergiebt: 

(8)      sin(r,y)^— 2  sin  (r,  2/)  sin  (r^ic)  cos  (2/,a?)  +  sin  (r,a;)^  =  sin  (i/,a;)l 

Es  sei  (x'y  y')  der  Endpunkt  einer  zweiten  vom  Anfange  der 
Coordinaten  ausgehenden  Geraden  r';  wir  wollen  der  Kürze  wegen 
den  Axenwinkel  (y,  x)  mit  g)  und: 

cos(r,  a;),     cos(r, «/),     cos(r',  o;),     cos{r,  y) 
mit  a,  ß,  ex',  ß'      bezeichnen. 

Aus  (1)  folgt  dann: 

(9)     r  cos  (r,  r')  =  x  cos  {x,  r')  +  y  cos  («/,  r'), 

und  weil: 

r'  cos  (a?,  r')  z=  x'-^-y'  cos  qp,       r'  cos  {y,  r')  =•  a?'  cos  q>  -f  2/'^ 

so  wird  diese  Gleichung: 

(10)     rr' cos  (r,  r')  =  xx'+yy'~{-  coscp(xy'-{-x'y), 

oder : 

(11)    coc  (r^  r)  =.  ^^'+ yyjt^y  (^y'+  ^'^^ 

|''a;'+  2a7?/  cos  ^  +  y'  Va;"+  2a;y  cos  g)  -\-  y"" 

Setzt  man  in  (9)  oder   in    cos  (r,r')  =  — «'+"4"/^'   ^^^'   7" 

und   -^^    aus    (6)    die   Werthe    .      „  ^  ,    -^^ — ^ 2—^,     so 

r  sm^  sm^ 

kommt : 

(12)     eos(r',.)=°"'+^^-''.°-^/"^'+^. 

Für  sin(r',  r)  =  sin{(r',  x)  —  (r^  ic)}  =  sin  (r',  a;)  cos  (r,  x) 
—  cos  (r',  x)  sin  (r,  a:)   erhält  man   auch   zwei  Ausdrücke ;    schreibt 
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man   mit   Berücksichtigung  von    (7*)    und   (3)   für  sin(r,  x)   und 

cos(r,  a?)  bezüglich  ^- — ^  und  '-^ i-,    und   analog  lür  die 

r  r 

accentuirten  Grössen,  so  kommt: 

/^o^       •    /  f     \  (xy'—x'y)smq) 

(13)     sin(r,  r)  =  ^  ^  -- — ^^      ^ 

y  a;'-}-  2a;?/  cos  9p  +  ?/'  ]'x"-\-  2x'y'  cos  9  +  y'' 
Schreibt  man  hingegen  a  für  cos  (r,  x)  und  für  sin  (r,  ic)  den 

aus  der  zweiten  Gleichung  (6*)  sich  ergebenden  Werth ^- 

smcp 

'  n^ ^'  cos  (Y) 

und  ebenso  für  cos  (r^,  x),  sin  (r',  a;)  bezüglich  a',  ^ — . i  ,  so 

sin^ 

kommt: 

(14)     sin(r',  r)  =  — ^-^ ^• 

sin  9 

Ist  in  (1)  {x,  y)  ein  Punkt  einer  Geraden  G,  und  t  die  Rich- 
tung des  vom  Anfangspunkte  0  auf  G  gefällten  Lothes,  so  ist 
rcos(r^  t)  die  Länge  dieses  Lothes  p,  also: 

(15)     p  =  xcos{p,  x)+ycos(p,  y) 

die  Gleichung  der  Geraden  G,  deren  Lage  durch  die  Länge  von  p 
und  die  Winkel  {p,  x)  und  {p^  y)  vollkommen  bestimmt  ist.  Ist 
die  Gleichung  der  Geraden  unter  der  Form: 

(16)     ax-\-byi-c=iO 

gegeben,  so  inuss,  wenn  ^  einen  .noch  zu  bestimmenden  Factor 
bedeutet: 

(17)     cos(p,  x)  ==  )m,     cos(p,  y)  =  Ih,     p  ~  —  Ac 

sein.     In  Folge  von  (7)  muss  aber: 

1  —  cos 9'-  Va'-  V-b'+  2X'abcos(p  ■=  0 

werden,  woraus: 

(18)     ?i  =  ± ^'^^^  . 


^ a' -\-b'-2ab  cos  q)  ' 


das  Zeichen  ist  so  zu  nehmen,  dass  p  =  —  Ac  positiv  wird,  also  ne- 
gativ, wenn  c  positiv,  und  umgekehrt;  ist  c  =  0,  so  geht  (16)  durch 
den  Anfangspunkt  und  das  Zeichen  ist  willkührhch.  —  Die  Länge 
F  eines  von  einem  behebigen  Punkte  (|,  tj)  auf  (16)  gefällten  Lo- 


Transformation  der  Coordinaten.  95 

thes  findet  man  durch  die  Betrachtung,  dass,  wenn  (J^  tj)  zum 
Anfangspunkte  eines  parallelen  Goordinatensystems  gemacht  würde, 
die  Gleichung  (16)  in  a(X-f ^)  +  6(F+ ?/)-f  c  =  0,  oder  in 
aX-\-bY-{'a^-{-bf]-\-c  =  0  überginge ;  es  ist  demnach : 

(19)  p^^M±}^+Jl^z. 

ya"-\-b''— 2ab  COS  q) 

Zwei  Gerade: 

(20)     ax^by  +  c  =  0,     a'x -]-b'ij -\- &  =  0 

bilden  Winkel,  von  denen  der  eine  dem  Winkel  (p,  p')  zwischen 
den  vom  Anfangspunkte  auf  sie  gefällten  Lothen  p  und  p'  gleich 
ist;  nun  haben  wir: 

cos(/?,  x)  =  Xa,       cos{Pj  y)  =  Ib, 
cos{p',  x)  =  l'a'y     cos{p'j  y)  =  Vb', 

;.^+ '^ .    v  =  ^     '^^ 


]/a'4-ö'— 2aöcos9)  "~]/V+ 6''-- 2a'6'cosg) 

Vermittelst  der  Formeln  (12)  und  (14)  kommt  demnach: 

_^^  ,  ,     .         ,  aa'-\-bb'—(ioscp{ab'-\-a'b) 

(21)  cos(p',  p)  =  +  -, ,^^       '        ' 

~}/a'-\-b'~2abcos(p]U"+b"—2a'b\'os(p 

/oo^       •    /   f     ^       _t  {ab'— a'b)  sin  q) 

(22)  sm  {p'j  p)  =  -\-  ,  --  T^  = —  ; 

"~}V+ 6"'- 2a6cosf/) }/«''+ 6''— 2a'6'cos9 

das  -j"  Zeichen  gilt,  wenn  c  und  c'  gleiches  Zeichen  haben,  oder 
wenn  cc'  positiv  ist,  das  —  Zeichen,  wenn  cc'  negativ  ist;  ist 
cc'  —  0,  so  ist  das  Zeichen  willkührlich.  Die  Geraden  (20)  stehen 
demnach  auf  einander  senkrecht,  wenn  cos(p'^p)  =  0,  d.  h.: 

(23)     aa'+  bb'—  cos(p(ab'-{-  a'b)  =  0, 
oder : 

(24)     a'(a  — 6cos9p)  +  6'(ö  — acos^)  ==  0, 

was  mit  §.  24,  Form.  7  übereinstimmt.  Dagegen  sind  sie  parallel, 
wenn  s\\\{p',p)  =  0,  oder  ab'— a'b  =  0  (§.  19,  Anni.  1).  Die  Glei- 
chung einer  durch  (^,  ?;)  gehenden  Geraden,  welche  auf: 

(16)     ax  +  by-{-c  =  0 

senkrecht  steht,  ist  demnach: 
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(25)     (b  —  a  COS  q)){x~  ^)  —  (a  —  b  COS  (p){y  —  t])  =  0, 

da  sie  durch  den  Punkt  (J,  rj)  offenbar  befriedigt  wird,  und,  weil 
a'  =  b  —  acoscp,  b'  =  -~(a  — b cos cf-),  der  Bedingung  (24)  genügt. 
Der  Durchschnitt  von  (25)  und  (16)  oder  der  Fusspunkt  des  von 
(I,  tj)  auf  (16)  gefällten  Lothes  findet  sich  durch  eine  ähnliche 
Rechnung  wie  in  §.  23: 


(26) 


X  =  ^-\-(a  —  b  COS  q>)e, 
y  =V+ib  —  acos(f)£, 
a^-\'btj-\'C 


£    = 


ar-\-b''— 2ab  COS  (p 
Die  Länge  des  Lothes  P  wird  durch  die  Formel : 

F  =  {x-S)'-\-{y-ny+'^{x-^){y-n)^oscp 

gefunden,   und  ist  schon  weiter  oben  (vgl.  Form.  19)  auf  andere 
Weise  abgeleitet. 


Achtes  Kapitel. 

Discussion  und  Transformation  der  allgemeinen 
Gleichung  zweiter  Ordnung. 

§.  61.     Die    allgemeine    Gleichung    zweiter    Ordnung 
ist: 

(1)     ax''-{-2bxy-\-cy^+2dx-\-1ey  +  f=(^y 

die  Coefficienten  a,  b,  c,  . .  .  f  können  positiv,  negativ  oder  Null 
sein ;  der  Fall,  dass  a,  b  und  c  gleichzeitig  gleich  0  sind,  ist  jedoch 
ausgeschlossen.  Der  Zahlenfactor  2  ist  mehreren  dieser  Glieder 
beigelegt  worden,  um  in  den  folgenden  Rechnungen  Brüche  zu  ver- 
meiden. Wir  wollen  untersuchen,  welche  geometrischen  Gestalten 
durch  (1)  dargestellt  werden,  wenn  x  und  y  schiefwinklige  Coor- 
dinaten  bedeuten. 
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Ist  a  von  Null  verschieden  (eine  Voraussetzung,  welche  in  dem 
ganzen  Paragraphen  festgehalten  werden  soll),  so  kann  statt  (1) 
geschrieben  werden: 

r     ,    b      ,    dV      b'    ,     2bd        rf',      ,  ,  „ 


oder: 


und  weiter: 


ae  —  hd     ,  af—d^ 
a 


(2)     a[x  +  ~y-\ J  -\ w'+2 

Ist  auch   ac—b"^  von  Null   verschieden,   so  lassen   sich   die   drei 
letzten  Gheder  schreiben: 

ac — &'  /  „  ,  ^  ae  —  bd   \  .    af—d'' 

^  ac-b''  /        ae-bdV       {ae—bdf        af~d' 
a      \^~^ac-b'J        a(ac-b')  ~^      a 

Die  Reduction  der  beiden  letzten  Glieder  giebt  einen  Bruch,  dessen 
Nenner  a{ac  —  b'')  und  dessen  Zähler: 

{af—  d')  (ac-b')  -  {ae  -  bdf 
=  a'fc-  afb'-  acd'i-  d'b'-  a'e'+  2aebd  -  b'd' 
==  a  (afc  -  ae'-  cd'-  fb'+  2bed). 

Dadurch  verwandelt  sich  (2)  schliesshch  in: 

(     /     ,    ö      ,    c?V  1    «c  — &^  /     ,    ae-bd\' 

afc  —  ae'—cd'—fb''+2bed  _ 
(       "^  ac-b'  ~^* 

Betrachtet  man  von  den  beiden  Geraden: 

//i\         1^1^^  ,   ae  —  bd 

die  offenbar  nicht  parallel  sind,  die  erste  als  F-Axe,  die  andere  als 
X-Axe  eines  neuen  Coordinatensystems,  so   hat  man  die  Formeln 

(§.  59,  L): 

J  oachimstlial  Elemente,    2.  AuQ.  n 
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WO  ö  uud  S'  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Axen  abhängige  Gon- 
stanten  sind,  die  nicht  =  0  sein  können.  Durch  Hilfe  dieser  For- 
meln verwandelt  sich,  wenn  der  Kürze  wegen  gesetzt  wird: 

(4*)     afc-ae'--cd'-fb'+2bed  =  J, 
die  Gleichung  (3)  in: 

X'   .    ac-b'    Y'  J 


a 


oder  in: 


(5) 


d'   '        a        ö"    '    ac 
X'  .    ac-b'    Y 


f— — iT=0, 


0. 


^"^      a'        S"    '    a{ac-b') 

Sind  nach  der  Annahme  a  und  ac  —  W  von  Null  verschieden,  so 
ersetzt  die  einfachere  Gleichung  (5)  die  vorgelegte  Gleichung  (1). 
\Yir  unterscheiden  bei  der  Discussion  von  (5)  zwei  Hauptfalle. 

I.     Es  sei  ac  —  b'^  positiv. 

1)  Haben  J  und  a  gleiches  Zeichen,  so  besteht  die  linke 
Seite  in  (5)  aus  drei  positiven  Grössen,  deren  letzte  nie  gleich  Null  sein 
kann;  die  Gleichung  (5)  wird  demnach  durch  die  Goordinaten  keines 
Punktes  befriedigt,  und  ist  also  ohne  geometrische  Bedeutung; 
dasselbe  muss  also  auch  mit  der  Gleichung  (1)  der  Fall  sein. 
2)  Ist  ^/  =  0,  so  wird  (5)  nur  durch  X=  0  und  Y=0  befriedigt; 
d.  h.  (1)  stellt  nur  den  neuen  Anfangspunkt,  oder  den 
Durchschnitt  der  Geraden  (4)  dar.  3)  Ist  —  negativ  =  — Ä", 
so  geht  (5),  wenn  die  positive  Grösse  ac  —  W=^  V  gesetzt  wird, 
in  folgende  Gleichung  über: 


ly,    ^'  P__^    oder-   r-Yr+f-^Yr  =  i. 

^A+^rgF?*^   -  ;i,-^.     Oder.     (^ 5^ ^  ^  +  V  a,5'A /  ^ 

V2  f.  2  2  ^f  2  L  2 

Setzt  man  noch  -^  =  D%  ^—  =  D],    so   verwandelt  sich 
(5)  schliesshch  in: 

Dies  ist  die  Gleichung   einer  Ellipse,   bezogen   auf  zwei  conjugirte 
Durchmesser;   also    ist    (1)   auch  in  diesem  Falle  die  Gleichung 
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einer  Ellipse;  die  Geraden  (4)  sind  zwei  conjugirte  Durch- 
messer und  ihr  Durchschnitt  der  Mittelpunkt  der  Gurve. 

II.     Es  sei  ac  —  b^  negativ  =  —V. 

1)  Ist  J  =  0,  dann  verwandelt  sich  (5)  in  -r:^ ^-^tt  F^  =  0, 

/X       XY  \  / X       XY \ 
oder  in  (-ctH — jr)\~x ^)~^''   ^^^^    ^^*   ^^®  Gleichung 

eines  Systems   zweier   im  Anfangspunkte  der   X,    Y  sich 
schneidenden   Geraden.     2)   Ist   J  von   Null   verschieden,   so 

kann  man  statt  (5)  schreiben      ,^0  X^ -s-^P^l.    Diebeiden 

Coefficienten      .'  .     und    — j^yr     haben     gleiches    Zeichen,     weil 
z/o  aJo' 

ihr     Produkt        ^^    .,      nothw endig     positiv     ist.       Sind     beide 

1  1 

positiv,    so    kann    man   sie    =  j^    imd    -^    setzen,    und   erhält 

'nT~'f^  =  ^y    sind   beide   negativ,    so  wird  man    sie   = — jr^ 


und  —  Y^  setzen  können,  und  hätte  dann  -j^  —  y-^  =  1.    Beide 


1  y    x^ 

=r2-  setzen  können,  und  hätte  dann  jr^  —  — 

Gleichungen  stellen  aber  eine  auf  conjugirte  Diameter  bezogene 
Hyperbel  dar.  Die  Gleichung  (1)  ist  also  ebenfalls  die  Gleichung 
einer  Hyperbel,  und  die  Geraden  (4)  sind  zwei  conju- 
girte Durchmesser. 

III.     Es  sei  ac  —  b'  =  0l^ 

Die  Discussion  kann  jetzt  nicht  mehr  von  Gleichung  (3)  aus- 
gehen; die  Reduction  von  (1)  auf  (2)  ist  jedoch  noch  möghch,  weil 
a  von  Null  vBrschieden  angenommen  wird.  Die  Gleichung  (2)  wird 
in  gegenwärtigem  Falle: 

/A\       f     t    ^      ,    d^  .  ^ae  —  hd     .    af—  d'        _ 
Ist  1)  ae  —  bd  =  0  und  af—d^  negativ  =  —  ft",  so  wird  (6): 

\     w^  ^    a       a/\     ^    a^  ^    a       aj 

1* 


oder : 
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dies  ist  die  Gleichung  eines  Systems  zweier  parallelen 
Geraden: 

2)  Ist  ae  —  bd  =  0  und  af—d^  =  0,  so   verwandelt  sich  (6)  in 

(x-\ y -\ j  =0,  dies  ist  die  Gleichung   einer  Geraden   zum 

Quadrate  erhoben,  oder,  wie  man  sich  ausdrückt,  die  Gleichung 
einer  doppelten  Geraden.     3)  Ist  ae  —  bd  =  0,   und   af—d^ 

positiv  =fi^,  also  (x-\ y-\ J  +-^  —  0,  so  ist  diese  Glei- 
chung ohne  geometrische  Bedeutung.  4)  Ist  ae  —  bd  von 
Null  verschieden,  so  kann  (6)  geschrieben  werden: 

Nimmt  man  von  den  beiden  sich  schneidenden  Geraden: 

(8)       a,  +  ±y  +  A^O,         j,  +  _;tl^  =  0, 

^  ^  a^       a  ^       2{ae  —  bd) 

die  erste  zur  X-,  die  zweite  zur  F-Axe,  so  hat  man  (§.  59,  I.)  die 
Transformationsformeln : 

WO  ö  und  ö'  zwei  von  Null  verschiedene  Constanten  sind.  Dadurch 
verwandelt  sich  (7)  m  "w^  H ^ — tt^ — ^X  =  0,  oder  m: 

(9)     Y ^, X 

Dies  ist  aber  (§.52,  I.)  die  Gleichung  einer  Parabel,  be- 
zogen auf  eine  Tangente  als  F-Axe,  und  den  durch  den 
Berührungspunkt  gezogenen  Durchmesser   als  X-Axe*). 


*)  Es  sind  also,  sowohl  wenn  ac—b^::>  oder  <<0,  als  auch  wenn 
ac  —  P  =  0  ist,  durch  die  neuen  Coordinatenaxen  X  und  F  conjugirte 
Richtungen  in  Beziehung  auf  die  Curve  (1)  bestimmt,  d.  h.  die  Mittelpunkte 
aller  einer  dieser  Axen  parallelen  Sehnen  liegen  auf  einer  geraden  Linie,  wel- 

ae —  bd      ^  /.. 
che  der  anderen  Axe  parallel  ist:,  die  eine  dieser  Axen,  y -\ t^  =  0(4J 

CIC  '~~  0 
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Anm.     Weil: 
(af-  d')(ac—b')~(ae-bd)''=a{acf-ae'-cd'-fb'-\-2bed)=aJ, 

so  kann  man,  wenn  a  von  Null  verschieden  ist,  statt  der  Bedin- 
gungen ac  —  b^  =  0  und  ae  — öc?  =  0,  auch  sagen  ac  — 6^  =  0, 
J  =  0. 

§.62.  Besondere  Fälle.  Es  sei  jetzt  a  =  0,  -ein  Fall,  der 
nie  eintreten  kann,  wenn  ac  —  b^  positiv  sein  soll.  Die  Transfor- 
mationen des  vorigen  Paragraphen  sind  alsdann  unmögUch. 

IV.  *)  Es  sei  a  =  0,  6  von  Null  verschieden,  also  ac  —  b^ 
negativ. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  2bxy  +  c</'+  2dx  +  2e?/  -f  /"  —  0 
lässt  sich  dann  immer  auf  die  Form  bringen: 

(2bx  +  cy  +  a)(y  +  ß)  +  h 
wo  a,  ßj  y  so  bestimmt  werden  müssen,  dass: 

cß+(x  =  2ey     2bß=2d,     aß-{-y  =  f 
werden.     Es  folgt  hieraus: 

n       d  ^        cd       2be—cd 

'     2bed-\-cd' 


_         2ebd  —  cd^  __  fb' 

/  1.2  


b'  b' 

Die  vorgelegte  Gleichung  transformirt  sich  demnach  in: 

/.Ax    ^oA     I        I    2öe--c^\/     ,    d\      2bed-fb'-cd' 
(10)     {2bx  +  cy+—^—){y+-) L 


=  0. 


nf—  t1^ 

oder  3/ +  177 ITK  ^^  ^  (®^»   ^^^  parallel   der   ursprünglichen   a;-Axe,    die 

zweite  ist  in  allen  drei  Fällen: 

diese  Gerade  ist  demnach  der  oi-AxG  selbst  conjugirt,  und  ebenso  ergiebt 
sich,  wenn  man  in  dem  ganzen  Paragraphen  die  ic-Axe  und  y-Axe  ver- 
tauscht, die  Linie  : 

bx -{•  cy  -{- e  =  0 
als  conjugirt  der  t/-Axo  in  Beziehung  auf  die  Curve  (1).  H. 

*)  Die  Numerirung  der  Fälle  und  Gleichungen  ist  fortgesetzt. 
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Nimmt  man  von  den  beiden  sich  schneidenden  Geraden: 

-,      ,         .    2be  —  cd       ^  ,    d        ,, 

2bx+cy-] ^ =  0,      t/  +  — =  0, 

die  erste  zur  X-Axe,  die  zweite  zur  F-Axe  eines  neuen  Coordinaten- 
systems,  so  ist  (§.  59,  I.): 

Y~s(2b.  +  oy  +  ^-^),    X  =  ^'(,  +  4); 

dadurch  verwandelt  sich  (10)  in: 

(11)     YX=~(2bed~fb'-cd'). 

'  1)  Ist  2bed  —  fb^  —  cd'' =  0 ^  so  stellt  die  Gleichung  zwei 
sich  schneidende  Geraden,  die  neuen  Coordinatenaxen, 
dar.  2)  Ist  2bed  —  fb'^  —  cd^  von  Null  verschieden,  so  ist  (11)  die 
Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  ihre  Asymptoten 
(§.45,  III.).  Da  nun  2bed-fb'—cd'  der  AYerth  von  J  oder 
afc—ae'^—cd^—fb''-{-2bed  für  a  —  0  ist,  so  stimmen  beide  Fälle 
mit  IL,  1)  und  2)  überein: 

V.  Es  sei  a  =  0,  ac—b"^  =  0,  also  auch  b  =  0;  c  aber 
sei  von  Null  verschieden. 

Statt  dieses  speciellen  Falles  behandeln  wir  den  allgemeineren, 
dass  ac—b^=  0,  und  c  von  Null  verschieden  ist,  indem  wir  die 
Werthe  von  a  und  b  dabei  ganz  ausser  Acht  lassen.  Die  Gleichung 
(1)  lässt  sich  in  diesem  Falle  schreiben: 

(12)     c(2/  +  -a.+ -) +2-^-^4- -V-  =  ^- 
Weil: 

{ac  -  b')  {cf-  e')  -  (cd  -bef  =  cJ, 

so  lässt  (12)  eine  ganz  ähnliche  Discussion  zu  wie   (6),   nur  dass 
überall  cf — e"^  an  die  Stelle  von  af—d^  tritt.    Auch  hier  sind  vier 
Fälle  möglich,  wie  in  III. 
Die  Gleichung: 

(1)     ax'+  2bxy  -\-  cif-\-  2dx  +  2e?/  +  /"  =  0 

umfasst  hiernach  folgende  Fälle: 
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Bedeutung.  Bedingungen. 

1)  ohne  geometri-  . 

scheBedeutung  ac  —  6'' >  0,  ^^0,  — >  0; 

ci 

ac  —  b'^^O,  J  =  0,  a^  0,  af—d'^0; 

ac  — 6'  =  0,  z/=:0,  c^O,    c/"— e'>0. 

2)  ein  Punkt   .  .  .  ac  — ö^>0,  ^==0. 

3)  eine     doppelte 

Gerade ac—b'  =  0,  J  =  0,  a  ^  0,  af-'d'=0; 

ac  —  b'^O,  J  =  0,  c  ^  0,    c/*—  e'  =^  0. 

4)  zwei    parallele 

Geraden    ....  ac  —  b^  =  (),  J  =.  0,  a  ^  0,   af-d'<:0; 
ac  —  b''  =  0,  /J  =  0,   c^O,    c/"— e'<0. 

5)  zwei  sich  schnei- 
dende Geraden    ac  — ö'^^O,  J  =  0. 

6)  eine  Ellipse  .  .  ac  — 6'>0,  ^^0,  —  <  0. 

a  . 

7)  eine  Parabel.  .  ac  — 6^  =  0,  J^O. 

8)  eine  Hyperbel,  ac  — 6'<0,  J^O. 

Wir  sehen  demnach,  dass  die  allgemeinste  Gleichung  zweiter 
Ordnung  keine  anderen  Linien  enthält,  als  die  wir  in  den  vorher- 
gehenden Kapiteln  kennen  gelernt  haben  *). 

Anm.  Von  wesentlicher  Bedeutung  für  das  Folgende  ist  die 
Bedingungsgleichung  J  =  0  (§.  61,  Form.  4*).  Es  lässt  sich 
nachweisen,  dass  das  Bestehen  derselben  erforderlich  und  hin- 
reichend ist,  damit  der  Ausdruck: 

aa;'+  2bxy  +  cy'+  2dx  +  2ey  +  f 
in  zwei  Factoren  {lx-{-my-^n)  (l'x-\-ni'y-\-n')  zerlegt  werden 
kann.     Wir  wollen  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  unabhängig 
von  dem  Vorhergehenden  beweisen. 

Es  sei  zuerst  a  ^  0.  Da  //'  nothwendig  =  a  ist,  und  das 
Product  der  beiden  Factoren  ungeändert  bleibt,  wenn  der  erste  mit 
/,  der  andere  mit  /'  dividirt  und  das  ganze  Product  mit  a  multi- 


*)  -Dieselben  werden  unter  dem  allgemeinen  Namen  Kegelschnitte 
zusamraengefasst,  weil  sie  bekanntlich  zuerst  als  die  ebenen  Durchschnitte 
eines  Kreiskegels  betrachtet  worden  sind,  und  man  spricht  darum  auch  von 
der  Gleichung  (1)  als  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kegel- 
schnitte. H. 
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plicirt  wird,  so  kann  im  Falle  der  Zerlegbarkeit  folgende  Form  der 
Factoren  angenommen  werden: 

Vergleicht  man: 

a(x  +  ^y  +  'i^){x  +  f^'y  +  v') 

und; 

ax'+  2bxy  +  cy'+  Mx  +  ley  +  f, 

so  sieht  man,  dass  eine  Zerlegung  des  zweiten  Ausdrucks  nur  dann, 
dann  aber  auch  immer  möghch  ist,  wenn  man  durch  vier  Grössen 
^j  V,  jii'j  v'  den  fünf  Gleichungen  genügen  kann: 

a  +  ^'  =  -,       ^^'  =  -,        ^+^-=V       ''=T^ 

UV'-\-u'V  =: 

Die  vier  ersten  Gleichungen  bestimmen  fi,  ^',  v,  v'  durch  Auflö- 
sung der  quadratischen  Gleichungen: 

(14)     jn^^^ni  +  S.  =  o,     n'-^n  +  -f-  =  0. 
^    ^  a  a  a      ^    a 

Weil  ferner: 

=  (fi'  +  fi'yvv'-\-  (v  +  V'Yf^fl'—  Afx^'vv' 
__  Ab'f       Wc       Aacf 


so  sind  fiv'-{-fA.'v  und  fiv-{-fi'v'  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung: 

2e 
Befriedigt  der  Werth  z  =  —  diese  Gleichung,   so  wird  auch  die 

ci 

letzte  Gleichung  in  (13)   erfüllt  und  umgekehrt.     Also  ist  die  er- 
forderliche und  ausreichende  Bedingung  für  die  Zerlegbarkeit: 
Ae'        Sbde    .     Aib'f+d'c-acf)   _ 

oder: 

(15)     acf—ae'—cd'—fb'-{-2bde  =  J  =  0. 
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Ist  zweitens  a  =  0,  b  aber  ^  0,  so  haben  im  Falle  der  Zer- 
legbarkeit die  Factoren  von  2bxy -{- cy^ -{- 2dx -{- 2ey -\- f  die  Form: 

2bix  +  f^y  +  v)(y-\-v'). 

Die  Vergleichung  der  entsprechenden  Glieder  giebt: 

26/A  =  c,     bv'  =  d,     b  (f^v'-j-  v)  =.  e,     2bvv'  =.  f, 
oder: 

c         ,       d  e        cd        j    «X  y  ß        cd  \       „ 

Die  letzte  Gleichung,  welche  nach  einiger  Reduction  in: 

^cd''—fb'-\-nde=^0 
übergeht,  ist  die  Bedingung  für  die  Zerlegbarkeit.    Sie  stimmt  mit 
(15)  überein,  wenn  dort  a  =  0  gesetzt  wird. 

Sind  a  und  &  =  0,  aber  c  ^  0,  so  erfordert  die  Zerlegbarkeit 
von  cy'^-\-2dx-\-2ey-{-f,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  dass 
rf  =  0  sei.     Sind  aber  a  =  6  =  rf  =  0,  so  ist  (15)  befriedigt. 

Die  Bedingung  z/  =  0  ist  also  für  die  Zerlegbarkeit  der  linken 
Seite  in  (1)  nothwendig  und  ausreichend.  Die  erhaltenen  Factoren 
selbst  sind  jedoch  nicht  immer  reell;  wie  sich  unter  anderem  durch 
die  Betrachtung  der  quadratischen  Gleichungen  (14)  ergiebt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Aufgabe  über,  wenn  die  Gleichung 
(1)  einer  Gurve  zweiter  Ordnung  zwischen  schiefwink- 
ligen Goordinaten  gegeben  ist,  dieselbe  auf  eine  der 
beiden  Gleichungen  zwischen  rechtwinkligen  Goordi- 
naten zu  reduciren: 


eine  Aufgabe,  deren  Lösung  immer  möglich  sein  muss,  da  wir  schon 
gesehen  haben,  dass  jede  Gurve  zweiter  Ordnung  eine  Elhpse,  Hy- 
perbel oder  Parabel  ist. 

§.  63.  Reduction  auf  den  Mittelpunkt.  Man  sagt,  ein 
Punkt  0  sei  Mittelpunkt  einer  Gurve,  wenn  zu  jedem  Gurvenpunkte 
A  ein  zweiter  Gurvenpunkt  A^  auf  der  Verlängerung  von  AO  über  0 
hinaus  gehört,  so  dass  AO  =  A'O  ist.  Ist  ein  solcher  Mittelpunkt 
vorhanden  und  zugleich  Anfangspunkt  der  Goordinaten,  so  muss  die 
Gleichung  der  Gurve,  wenn  sie  durch  (x,  y)  befriedigt  wird,  auch 
durch  (— ic,  -—y)  befriedigt  werden,  d.  h.  die  Gleichung  der  Gurve 
muss  richtig  bleiben,  wenn  man  überall  —x,—y  statt  x,  y  schreibt. 
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Wendet  man  dies  auf  unsere  allgemeine  Curve  der  zweiten  Ordnung 
an,  so  ergiebt  sich,  dass  wenn  das  Werthepaar  (x,  y)  der  Glei- 
chung : 

(1)     ax'+2bxy  +  cy'+2dx  +  2ey  +  f=0 
genügt,  auch  die  Gleichung: 

(1*)     ax'+  2bxy  +  cy'—  2dx  —  2ey  +  f=0 

befriedigt  werden  muss;  diese  beiden  Gleichungen  können  aber 
offenbar  nur  neben  einander  bestehen,  wenn  d^=(}  unde  =  0  ist;  die 
andere  Folgerung  a  =  b=^c  =  f=0  ist  natürlich  zu  verwerfen. 
Fehlen  also  in  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  die 
Glieder  der  ersten  Dimension,  so  ist  der  Anfangspunkt 
Mittelpunkt  der  Curve.  Umgekehrt,  hat  die  Curve  einen  Mittel- 
punkt, so  müssen,  wenn  man  ihn  zum  Anfangspunkte  wählt,  die 
Glieder  der  ersten  Dimension  fehlen.  Für  ein  paralleles  Coordi- 
natensystem  x',  y'  mit  dem  Anfangspunkte  (^,  t^)  hat  man  x—^  =  x'f 
y  —  rj=y';  oder  x=:x'+^,  y=zy'-\-rj.  Diese  Werthe  in  (1) 
substituirt,  ergeben : 
(2)     ax^'^  2bx'y'+  cy"+  2x'  (a|  +'6??  +  d)  +  2y'  (ö|  +  C7]  +  e) 

+  at'+2Hn-{-ci^'+2d^  +  2ev  +  f=^  0. 

Hat  (1)  einen  Mittelpunkt,  so  muss  es  möglich  sein,  (|,  t])  so  zu 
wählen,  dass  die  Glieder  der  ersten  Ordnung  in  (2)  fortfallen.  Dies 
giebt  die  Gleichungen: 

(3)     a^  +  bv  +  d=^0,     b^  +  cv  +  e=0, 
und  demnach  als  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes: 
be  —  cd  bd—  ae 


(4)     ^  = 


ac-b'  '      '        ac 


Diese  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  aber  ist  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit möghch,  wenn  ac  —  W  von  Null  verschieden  ist.  In 
diesem  Falle,  den  wir  jetzt  ausschliesslich  behandeln,  hat  also  (1) 
einen  Mittelpunkt,  nämlich  den  Punkt  (|,  ??),  dessen  Coordinaten  in 
(4)  angegeben  sind.  Setzt  man  die  Werthe  von  |  und  n  in  (2) 
ein,  so  verschwinden  zunächst  (wegen  (3))  die  mit  2x'  und  2y' 
multiplicirten  Glieder,  und  das  letzte  Glied: 

aj^+26|7?  +  c7?'+ 2^/^  +  267?  +  /' 

^^{a^^bri  +  d)-\-nihl-\-cr}  +  e)^dl^  +  en-\-f, 
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geht  wegen  (3)  in: 

,j.  ,         ,   -       ,be  —  cd.      hd  —  ae.. 

acf-  ae'-  cd'~  fb'+  2bde  J 


ac  —  b^  ac~b^ 

über.     Also  verwandelt  sich  (2)  in: 

(5)     ax''+2bxy+cy^'+~^^^  =  0% 

§.  64.  Möglichkeit  der  Transformation  in  rechtwink- 
lige Hauptaxen  als  Coordinatenaxen.  Der  Ausdruck  ax'^ 
-\-2bx'y'-\-cy''^  geht  durch  jede  Coordinatenveränderung,  bei  wel- 
cher der  Anfangspunkt  fest  bleibt,  in  die  Form  über  pX"+  2qXY 
~\-rY^.  Man  kann  nun  immer  ein  solches  rechtwinkliges  System 
(X,  Y)  wählen,  dass  nach  erfolgter  Transformation  das  mit  XY 
multiphcirte  Ghed  fehlt,  oder  der  Coefficient  ^  —  0  wird. 

In  der  That,  es  sei  der  Winkel  {X,  x')  =  a,  (F,  x')  =  90"+ a, 
(y',  x')  =:  (p,  also  q)  der  Goordinatenwinkel  des  gegebenen  Systems, 
dann  ist  (§.  58,  8): 


*)  Wohl  zu  beachten  ist,  dass  bei  dieser  Transformation  durch  Verle- 
gung des  Anfangspunktes  die  Glieder  der  höchsten  Dimension  ungeändert 
bleiben.  Wenn  nunmehr  ac  —  h^  negativ,  d.  h.  der  Kegelschnitt  (1)  eine 
Hyperbel  ist,  so  stellt  ax^-\-2bxy -\-cy^  =:=0  das  System  zweier  den  Asym- 
ptoten parallelen  Geraden  vor;  denn  verlegt  man  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  in  den  Mittelpunkt,  so  wird  die  Gleichung  des  Kegelschnitts, 

wenn  man  statt  -7^  kurz  — m  einführt: 

ac—b^ 

ax'^-\-2hx'y^-\-cy'^  =  wi; 

die  linke  Seite  lässt  sich  jetzt  in  zwei  Factoren  mit  reellen  Coefficienten 
zerlegen ;  bezeichnet  man  diese  durch  X  und  Y,  so  wird  die  Gleichung  der 
Hyperbel : 

X.Y^m, 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Hyperbel,  bezogen  auf  ihre  Asymptoten  als  Coor- 
dinatenaxen (§.45,  HI.);  also  stellt  die  Gleichung: 

X.  F=  ax"^-\-  2hx'y'-\-  cy"^  =  0 

die  Asympteten  selbst  dar  und  demnach  ax^-\-2hxy  -\-  cy^  =0  das  System 
zweier  den  Asymptoten  parallelen  Geraden.  I4, 
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1 


(1) 


sin^ 


{Xsiii(^  — a)  —  Fcos(^  — Of)j, 


1 

w'  =  —. \Xsma4-  Fcosa) 


Substituirt  man   diese   Werthe    in    ax''^-\-2bx'y'-{-cy'\    so    erhält 
man : 

(2)     ax"+  2bx'y'i-  cy"  =  pr+  2qXY+rY\ 
wo: 

p  =  — 2-jasin(gp  — «)^+26sin(9P  — a)sina  +  csinof^j, 

1 

'acos(^—  ccY—  2öcos(^  —  a)  cos«  +  ccosw'^j, 


(3)  {    '7^ 


—  cf  sin  {cp  —  a)  cos  (fp  —  a) 


smcp   ' 

+  6  (sin  (rp  —  a)  cos  a  —  cos  (cp  —  a)  sin  a) 
-\-  csinacosa]. 

Nun  lässt  sich  über  den  Winkel  a  jedesmal  so  disponiren,  dass 
q  z=  0  wird.  Die  Gleichung  ^  =  0  kann  nämlich  geschrieben 
werden: 

—  — sin(2f]p  — 2a)  +  ^sin(y  — 2a)  +  |csin2a  =  0, 

oder: 

(4)     ~  «sin  {2rp  —  2a)  +  26  sin  (rp  —  2a)  +  csin  2a  =  0, 

woraus : 

—  a  (sin  2cp  cos  2a  —  cos  2cp  sin  2«)  -{-  26  (sin  (p  cos  2a  —  cos  cp  sin  2a) 

+  csin  2a  =  0, 

also : 

(5)     sin2a(acos2(jp  — 26cos9?+c)  — cos2a(asin27)— 2ösin9)  =  0, 

und  schliesshch: 

asin2«)  — 26sina> 

(6)     lang  2a  = jr-^— ^n 1 

a  cos  2^  —  2o  cos  r/)  +  c 

Da  die  Tangente  alle  Werthe  von  —  oo  bis  -\-  oo  durchläuft, 
so  wird  es  immer  möglich  sein,  einen  spitzen  oder  stumpfen  Win- 
kel £  zu  bestimmen,  dessen  Tangente  dem  Bruche  rechts  gleich  ist. 
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Weil  nun  aber  alle  Winkel,  die  sich  um  Vielfache  von  180®  unter- 
scheiden, dieselbe  Tangente  haben,  d.  h.  weil  tang(i-|-w-180°)  =  tang« 
ist,  so  wird  man  haben  2«  =  f,  2a  =  £-\-lSO^  u.  s.  w.,  oder: 

«  =  Y,     «  =  4"  +  ^^"'     «  =  -|-  +  180°,  u.  s.  w. 

Diese  verschiedenen  Lösungen  von  (6)  haben  für  uns  jedoch 
nur  den  Werth  einer  einzigen;  denn  da  a  =  (X,  a;'),  so  sind  die 
Halbaxen  -\-X,  -{-Y,  —X,  —  F,  Avie  sie  z.  B.  die  zweite  Lösung 
ergiebt,  der  Reihe  nach  die  Y-,  — X-,  —Y-,  X-Axen,  wie  sie  die 
erste  Lösung  bestimmt.  Offenbar  bleibt  aber  ein  Ausdruck'  wie 
pX--}-rY'^  immer  von  derselben  Form  (d.  h.  ohne  Glied  XF), 
welche  Theile  des  Axenkreuzes  man  auch  als  -\-X-  und  -f-F-Axe 
ansehen  mag. 

§.  65.  Ausführung  der  Transformation.  Um  die  Trans- 
formation wirkhch  auszuführen,  deren  Möglichkeit  wir  jetzt  nach- 
gewiesen haben,  dazu  bietet  sich  zuvörderst  der  Weg,  aus  (6)  *)  die 
Werthe  von  sina^  cosor,  sin(f^  — a),  cos  (9p  — a)  und  endhch  die 
von  p  und  q  zu  berechnen.  Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  die  drei 
Gleichungen  (3)  direct  zu  behandeln  und  aus  ihnen  die  Werthe 
von  p,  r,  a  vermittelst  a,  b,  c  und  (p  zu  bestimmen.  Addirt  und 
subtrahirt  man  die  Werthe  für  p  und  r,  so  erhält  man: 


iV 


(r-l-/?)sin^"  —  a-f2ö(sin((jp— «)sina  — cos((jp— a)cosa)-(-c, 
(r— p)sin^^  =  a(cos(<5P — a)^— sin(y  —  a)^) 

—  26  (cos  (q)  —  a)  cos  a  -\-  sin  ((jp  —  «)  sin  a) 

+  c(cosa^— sina^), 

oder: 

(8)  (r  +  /))sinff'*  =  a  — 26cosf/)  +  c, 

(9)  {r~~p)sm(p-  =  acos{2(p  — 2cc)~  2b  cos  (cp— 2a) -{-c  cos  2a. 

Löst  man  cos{2(p~2a)  und  cos  (cp  — 2a)   auf,    so  kann    (9)  ge- 
schrieben werden: 

(10)     {r  —  p)sm(p''  =  cos2a{acos2(p — 2b  cos  cp-^-c) 
+  sin  2a  {a  sin  2qp  —  26  sin  y), 


*)  Wir  setzen  die  Numerirung  der  Formeln  aus  §.  64  fort. 
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nun  ist  zufolge  (5): 

0  =  sin  2«  (a  cos  2cp  —  26  cos  (jP  +  c)  —  cos  2a  (asin  2(]p  —  26  sin  (jp) ; 
wenn  man  also: 

cos2aX(10)  +  sin2aX(5)     und:     sin2aX(10)  —  cos2aX  (5) 

bildet,  so  erhält  man: 

( (r  —  ü)  sin  Qp^  cos  2a  =  acos2qp  — 26cos(jp +  c, 
(11)     p       -f^^       ^ 

\{r—p)  sin  cf>^  sin  2«  =  a  sin  2cp  —  26  sin  cf, 

oder: 

a  cos  2(jp  —  26  cos  (Jp  +  c 


(12) 


cos  2a  = ; .   .      2 

(r  —  p)  sni  cp 

.    ^  asin2op  — 26sinqp 

sm  2a  =  — ; — ^   ,   . 2 — 

(r  —  p)  sm  (jp 


Quadrirt  man  die  Gleichungen  (11)  und  addirt  sie,  so  erhält  man: 
(13)     (r  — p)'sin^'  =  (acos2y  —  26cos(jp  +  c)' 
+  (asin2(jp  — 26sin^)'. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (13)  geben  r  +  p  und  r—p  durch 
bekannte  Grössen,  also  auch  r  und  p;  die  Formeln  werden 
aber  noch  einfacher,  wenn  man  die  quadratische  Glei- 
chung sucht,  deren  Wurzeln  r  und  p  sind.  Wir  haben  zu- 
folge (13): 

{r  —  py^xnrf^  =  a''cos2(f'^—Aabcos2(pcos(f  +  Ab\os(p^ 
-f  2ac  cos  2(/)  —  46c  cos  f/>  -f-  c' 
+  a'  sin  2(^'—  4a6  sin  29?  sin  cp  +  46'  sin  r^p", 
—  a'—  4a6  cos  (/)  +  46'+  2ac  cos  2(jp  —  46(;  cos  (p  +  c'; 

andererseits  ist  (8): 
(r  +  p)'sin9*  =  a'— 4a6cosy  +  46'cos9'+2ac  — 46ccos«/)  +  c', 

also: 

(r-fp)'siny*-(r-p)'sin(^*  =  46'(cos^'-l)  +  2ac(l-cos2(/j) 

=  —  46'sin9'+4acsin^', 

und  weil: 

(r+py—{r  —  py==Arp, 
so  ergiebt  sich: 

(14)     rpsin^)' =  flc  — 6% 
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da  nun  (8): 

a— 2b  cos  cr>  4- c  ac  —  b^ 

r4-p  = : ~— — ,      rp  =  ■— : — 2- , 

so  sind  r  und  p  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

(15)     ,._,«-2^eosy  +  c_      ac-61^^_ 
^     ^  smg)  smcp 

Da  zufolge  (8)  und  (13)  r+p  und  r  —  p  stets  reell  sind,  so 
hat  (15)  stets  reelle  Wurzeln.  Die  Wurzeln  von  (15)  werden 
gleich  sein,  wenn  r  —  p  =  0  ist.  Diese  Bedingung  zerfällt  oifenbar 
zufolge  (13)  in  die  beiden  folgenden: 

acos2cp  —  2&cos(jp+  c  =  0,     asin2q) — 26sin9  =  0, 
oder : 

a  (2  cos  gp^—  1)  —  2bcosq)-{-c  =  0,     2a  sin  (f  cos  cp  —  26  sin  %^=  0. 
Die  letzte  giebt: 

b  =  acoscp; 

setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  ein,  so  hat  man  a  =  c;  also 
hat  (15)  nur  dann  gleiche  Wurzeln,  wenn: 

(16)     a  =  c     und:     b  =  acoscp 

ist.     Die  transformirte  Gleichung  pX^A-rY'^-A r^-  =  0  wird 

ac — 0 

aber  r\irp  =  r  im  Allgemeinen  die  eines  Kreises.  Stellt  dem- 
nach die  Gleichung  zweiter  Ordnung  eine  Curve  dar, 
und  finden  die  Gleichungen  (16)  statt,  so  ist  die  Gurve 
ein  Kreis. 

Nachdem  wir  in  der  quadratischen  Gleichung  (15)  die  ein- 
fachste Angabe  der  Werthe  von  p  und  r  aufgestellt  haben,  wollen 
wir  auch  die  Bestimmung  des  Winkels  a  weiter  verfolgen. 

Schreibt  man  den  Zähler  von  cos 2a  (vergl.  (12)  und  (8)): 

a(l— 2sin9')  — 26cos^  +  c  =  (r  ^  p)  sin  cp^— 2a sin  cp"" 

und  für  cos 2a  den  Ausdruck  cos a^— sin a^,  so  kommt: 

2       .      2        r-\-p  —  2a 

cosa  —  sma   =  — ^—^ ; 

r  —  p 

nun  ist: 

cos  a'^^  sin  a'  =  1, 
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woraus: 

(17)     cosa^  = ,       sina^  — —- 

^  r  —  p  r~p 

Statt  des  Zählers  in  sin2a  oder  2 sin« cos«  (12)  kann  man  schrei- 
ben 2 sin  y  (a cos (jp  —  6),  folglich  ist: 

....       .  acoscp  —  b 

(18)     sin  a  cos  a  = ^- 

^  {r  —  p)sm(p 

Bestimmt  man  demnach  cos«  und  sin«  vermittelst  (17),  so  ist  die 
Wahl  der  Vorzeichen  bei  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  so  zu 
treffen,  dass  (18)  befriedigt  wird. 

Denken  wir  uns  in  der  dritten  Gleichung  (3)  statt  q  Null  ge- 
setzt, so  bleiben  die  drei  Gleichungen  (3)  ungeändert,  wenn  überall 
statt  a,  c,  a  bezüglich  c,  a,  cp  —  a  gesetzt  werden.  In  der  That, 
p  und  r  bleiben  ganz  ungeändert,  und  die  rechte  Seite  der  letzten 
dieser  Gleichungen  nimmt  das  entgegengesetzte  Zeichen  an,  was  we- 
gen q  =  0  gleichgültig  ist.  Da  (17)  und  (18)  aber  unmittelbare 
Folgen  jener  Gleichungen  sind,  so  können  wir  auch  hier  diese  Ver- 
tauschung vornehmen  und  erhalten: 

(19)      {  7. 

^      ^       ^  ^  ,  ^  CCOSOP  — o 

sin(Qp  — a)cos(op  — «)  =  7 r-: 

Da  cos{q)  —  a)  durch  cos«  und  sina  bestimmt  ist,  so  kann 
man  bei  der  Wurzelausziehung  in  (19)  nicht  ein  behebiges  Vor- 
zeichen nehmen.     In  der  That  ist: 

cos  a  cos  (9  —  a)  =  cos  q)  cos  a^-{-  sin  (p  cos  a  sin  a 

und: 

sin  a  sin  {(p—cc)  =  sin  g)  sin  a  cos  a  —  cos  (p  sin  «^ 

oder  mit  Berücksichtigung  von  (17)  und  (18): 

,         rcoscp  —  b 

cos  «cos  (9  — a)  =  — j7— , 

^      ^       ^  .  .  ÜCOSO)  —  o 

sinasin((/)  — 0)== — ^7--^ 

Diese  Formeln  bestimmen  die  Wahl  des  Vorzeichens  für  cos(g)  -«) 

sin  (cp  —  cc). 
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Vergleicht  man  die  Formeln  (17),  (19)  und  (20),  so  ergiebt 
sich: 

(r  —ä)(r  —  c)  =  (rcos^  —  ö)^  (p~a){p—  c)  =  {pco^g)  —  by, 

d.  h.  r  und  p  sind  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

(21)     (z-a)(z  —  c)  —  (zcos(p—by  =  0, 

welche  Gleichung  nach  Auflösung  der  Klammern  mit  (15)  genau 
übereinstimmt. 

§.  66.  Die  Fälle  ac  — 6'>0  und  <  0.  Wir  haben  in 
dem  vorhergehenden  Paragraphen  alle  bei  der  Transformation  des 
Ausdruckes  ax'''^-{-2bx'y'-\-cy'^  in  pX'^+rY^'  vorkommenden  Win- 
kelfunctionen  durch  a,  b,  c,  cp,  p  und  r  ausgedrückt,  diese  beiden 
letzten  Grössen  aber  als  W^urzeln  der  quadratischen  Gleichung  ge- 
geben: 


a  —  26  cos  ^  -f-  c  ac  —  b 


z'- Y      ^  +  —. — ~  =  0. 

sm^  smgp 

Es  sei  nun  erstens  ac  —  b^  positiv  gleich  V,   so  werden,    da 

ac  —  b* 

pr  =  — : 2—1  P  und  r  gleiches  Zeichen  haben,  und  weil: 

'^  sm^        ^ 

a  {p-\-r)  sin  q}"^  =  a^  —  2ab  cos  (p -\-- ac  =  a' —  2ab  cos  q) -\- b'^ -{- V 
—  (a  —  bcos(py-]-b-sm(p''-{-V, 

also  wesenthch  positiv  ist,  so  haben  in  diesem  Falle  p  und  r 
gleiches  Zeichen  mit  a.  Ist  aber  ac  —  W  negativ,  so  haben  p  und 
r  entgegengesetztes  Vorzeichen. 

Hat  man  demnach  die  Gleichung: 

ax'+  2bxy  +  cz/'+  2dx  +  2ey~\-f={) 
durch  parallele  Vej'rückung  des  Coordinatensystems   auf  die  Form 
gebracht   ax'''-{-2bx'y'+cy'''-\ —^  —  0,    und    durch   Einfüh- 
rung des  passenden  rechtwinkhgen  Systems  mit  demselben  Anfangs- 
punkte  auf  üX'-}-rF^-| — -=0,    so   braucht   man    nur   zu 

ac  —  b' 

setzen : 

Joachimsthal  Elemcnle.    2.  Aud.  § 
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—  p{ac  —  b')  _   1  —r(ac-b')  _    1 

J  ~  A'  J  ~  B' 

um  schliesslich  eine  Gleichung  zu  erhalten  von  der  Form: 

A^  B        '' 

dies  setzt  natürlich   voraus,    dass  J^O   ist.     Ist  dies  erfüllt,    so 
haben  A  und  B  gleiches  Zeichen,   wenn  ac  —  6^   positiv   ist,   und 

zwar  sind  beide  positiv,    wenn  ~j  -— -  negativ  sind;    da  aber  ap, 

ar  nach  einer  vorhergehenden  Bemerkung  gewiss  positiv  sind,  und 

-^  =  — ^,  so  werden  A  und  B  beide  positiv  sein,  wenn  /l  und  a 
da/1  \ 

entgegengesetztes    Zeichen   haben.     Die    Gleichung   ^  +  -0-  ==  1 

stellt  alsdann  eine  Elhpse  mit  den  Axen  2]/A,  2]/B  vor  (vgl.  §.  61, 
I.  3).     Haben  a  und  J  gleiches  Zeichen,  so  sind  A  und  B  beide 

■V-2  X7-2 

negativ,   und  die  Gleichung  -—-\-—  =  l    ist   ohne  geometrische 

Bedeutung.     Ist  ac  —  b'^  negativ,    so    haben    A    und   B  ungleiches 

Zeichen  und  -i-  +  -5-  =  1  ist  die  Gleichung  einer  Hyperbel.    Die 
A        B 

Discussion  des  Falles  z/  =  0  übergehen  wir,  da  die  Untersuchung 

von    pX'-|-rF'  ==  0    schon    oben    geführt    worden    ist    (§.    61, 

I.  2;  II.  1). 

Vereinigen    wir  die  gefundenen  Resultate,    so    haben  wir  den 
Satz: 

„Die  quadratische  Gleichung: 

^^.       ,      a  — 26cosqp  +  c         ac  — 6' 

(1)       Z" : 2--^ ^-f -. J-  =  0, 

^  ^  Sing)'  smg) 

(ä  —  d)  {z  —  c)  —  {ztosq)  —  by  =  ^ 


oder: 


hat  stets  zwei  reelle  Wurzeln  p  und  r;  mit  Hilfe  der- 
„selben  kann  man  einen  Winkel  a  durch  eine  der  Glei- 
„chungen  bestimmen; 
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2       r  —  a        .      2       a—p 

cosa   = ,      sina   = —, 

r  —  p  r  —  p 


r—c         .  2        c—p 


|COs(^  —  ay  = ,     sin(^  — a) 


r — p  '  r  —  p 

/o\  /   •  acoscp  —  b       .   ,         .       .         .        ccosw  —  b 

(2)  /  sinacosa=:7 f-^ ,  sm(cp— a)cos(qp— «)  =  ; f , 

{r—p)smcp  ^  ^  {r  —  p)smcp 

r  cos  CD  —  b 

cos  a  cos  ( cp  —  a)  = , 

^  r  —  p 

pcoscp  —  b 

sm  a  sin  ( tf)  —  a)  =  -=- , 

r—p 

„welche  in  Folge  der  quadratischen  Gleichung  zusam- 
„men  bestehen. 

„Macht  man  alsdann  in   der  Gleichung  zweiter  Ord- 
„nung: 

(3)     ax'+2bxy  +  cy'-\-2dx  +  2ey  +  f=  0 

„die  Substitution: 

X  =■  — ■ — rj--\ — : jXsin(«)  —  a)  —  Fcos(a5  — «)}, 

ac  —  b         smq)  *         ^*^        ^  ^^        ^'' 

bd — ae  1 

y  = TT-] — : jXsina  4-  Fcosal, 

ac  —  b     '    sin^  '  ' 

„welches  die  Transformationsformeln  eines  schiefwink- 
„ligen  Systems  (x,  y)  mit  dem  Coordinatenwinkel  q>  in 
„ein  rechtwinkliges  {X,  Y)  sind,  so  geht  (3)  in: 


Y2  V2 


„Über,  wo: 


(5)  p{ac-b')  '      ''-        riac-b')   ' 

(  J  =  acf—  ae'-cd'-fb'-{-2bde 

„sind."     Wir  setzen   hierbei   voraus,    dass   J  und    ac—b''    von 
Null  verschieden  sind  *),  und  dass  (1)  keine  gleichen  Wurzeln  hat. 


*)    Ist    z/  =  0   und    ac—h-    von    Null    verschieden,    so    verschwinden 
A    und  B,   d.  h.  es  weiaen   die  Quadrate  der  Ilalhaxfii  des  Kegolsclinitts  (4) 

8* 
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d.  h.  dass  die  beiden  Gleichungen  a  =  c,  acoscp  =  b  nicht  statt- 
finden (§.  65,  16).  Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass, 
wenn  der  ursprüngliche  Goordinatenwinkel  q)  ein  rechter  ist,  obige 
Formeln  sich  sehr  vereinfachen. 

§.  67.     Der  Fall   ac  — ö'  =  0.     Ist  ac  —  b'  =  0,    so   kann 
man  im  Allgemeinen  die  Gleichung: 

(1)     ax'i-  2bxy  +  cy^^-  2dx  -\-2ey+f=0 

nicht  auf  einen  Mittelpunkt  beziehen;  denn  durch  die  Auflösung  der 
Gleichungen  (§.  63,  3) : 

(2)     a|  +  ö»/  +  (/  =  0,     bt+cfj  +  e  =  0 

erhält  man: 

/ox     j.       be—cd  bd—ae 

(3)        I  =    r^-^         n  =   iJ  ' 

ac  —  b  ac  —  b 

also  wegen  ac  —  b'^=^  0,  für  J  und  ??  unendliche  Werthe.  Ist  je- 
doch be  —  cd  =  Q  und  bd  —  ae  =  0 ,  so  werden  ^  und  t]  =  —-, 
d.h.  unbestimmt.     In  der  That,  die  Bedingungen: 

(4)     ac  —  b-  —  0,     be  —  cd  =  0,     bd—ae  =  0 
drücken  aus,  dass  die  linken  Seiten  der  Gleichungen: 
a^  +  b7j-\-d  =  0,     b^  +  ct]+e  =  0 

sich  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden.  Eine  der 
beiden  Gleichungen  ist  demnach  überflüssig,  und  zur  Bestimmung 
der  beiden  Grössen  ^  und  t]  bleibt  nur  die  andere  übrig.  Es  giebt 
demnach  unzählig  viele  Punkte  (|,  ?;),  welche  als  Mittelpunkte  von 
(1)  in  diesem  Falle  angesehen  werden  können,  und  zwar  hegen 
sie  sämmtlich  in  einer  Geraden.  Vergleicht  man  die  Bedingungen 
(4)  mit  den  Relationen: 


Ä         r 
unendlich  klein,  während  ihr  Verhältniss  -77  =  —    endlich   bleibt,  jenach- 

B        p 

dem  also  ac—b^  >  0  oder  -C  0  ist  (§  62,  V.),  lässt  sich  der  Kegelschnitt  (3) 

ansehen    als    eine    Ellipse    oder    eine  Hyperbel    mit    verschwindend    kleinen 

Axen    (vgl.   §.  103).     Im   Besonderen    kann    man    demnach  jede    zwei    sich 

durchschneidende  gerade  Linien  betrachten  als  eine  Hyperbel,  deren  Axen 

sich  auf  Null  reduciren,    und  in  diesem  Sinne    den  Schnittpunkt    derselben 

als  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel  ansehen.  H. 
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(ac  -  b')  (af—  <P)  —  (ae  -bdy  =  aJ, 
(ac  -  b')  (cf-  e')  -  {be  ~  cd)' =  cJ, 

so  sieht  man,  dass  aus  denselben  nothwendig  J  =  0  erfolgt.  Die  Glei- 
chung (1)  drückt  also,  wenn  sie  nicht  jeder  geometrischen  Bedeutung 
entbehrt,  zwei  parallele  Geraden  aus ;  und  in  der  That  kann  jeder  Punkt, 
der  auf  einer  Geraden  liegt,  welche  von  den  beiden  Parallelen  gleich- 
weit absteht,  als  Mittelpunkt  des  Systems  angesehen  werden. 

Während  also  im  Allgemeinen,  wenn  ac— 6^  =  0  ist,  die  Fort- 
schaflfung  der  Glieder  erster  Dimension  nicht  möglich  ist,  kann 
man  wiederum  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  (X,  Y)  mit 
demselben  Anfangspunkte  annehmen,  so  dass  in  der  transformirten 
Gleichung  das  mit  XY  behaftete  Glied  fehlt.  Die  oben  gefundenen 
Formeln  vereinfachen  sich  wesentlich;  denn  die  quadratische  Glei- 
chung (§.  65,  15)  wird: 

„        a  — 26cosa;  +  c       ,,      ,         /        a  — 26cosflp4-c\ 

z^—z : ^- —  =  0,  oder:  ziz : ä^U — j  =  0: 

smqp  \  smqp  / 

sie  hat  also  die  beiden  Wurzeln: 

a  —  26  cos  «5  4-  c 
p  =  0,     r  = : ^ , 

und  die  Transformationsformeln  werden:  • 

X  =  — |Xsin(flp  — «)  —  rcos(Qp  — «)}, 

smg)  '         ^^        ^  ^^        ^" 

V  =  — ^ |Xsin«-|-rcosa|, 

^         smy  '  ' 

wo  (§.  65,  Form.  17  und  18): 

„       acosop^— 26coscp4-c  ,  asinop^ 

cos«'  — 2-^r r '     s^ri"  = in. — - — ; — -, 

a—2bcoscp-\-c  a  — 26cos^  +  c 

sin  Qp  (a  cos  flp  —  6) 

smacosa  = zrr ^-— u.  s.  w. 

a  —  2b  cos  g) -\- c 

Mit  Hilfe  derselben  wird  ax'^-{-2bxy-{-cy',  wegen  p  =  0,  in  rY'^ 
verwandelt,  der  Ausdruck  erster  Ordnung  2dx -{- 2ey -{- f  geht  in 
einen  ähnlichen  2DX-\-2EY-\-F,  also  die  ganze  Gleichung  (1)  in; 

(5)     rY'+2DX+2EY+F=0 

über.     Schreibt  man  dafür; 
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(6)    .(y+£)V2z,(x-^+^)  =  o 

und  setzt: 

^__         _    E'     ,  _F  _       ,      ^  _       p 

so  wird  daraus: 

welche  Gleichung,  wenn  man  im  Punkte  (J,  ?;)  neue,  dem  (X,  Y)- 
Systeme  parallele  Axen  annimmt,  in  die  gewöhnliche  Form  der 
Parabelgleichung  übergeht. 

Die  vorhei'gehende  Transformation  wird  für  D  =  0  lunnöglich ; 
in  diesem  Falle  stellt  die  vorgelegte  Gleichung  keine  Curve,  son- 
dern die  in  §.  62,  IV.  und  V.  erwähnten  Ausnahmefälle  dar. 

§.  68.  Beispiele.  Als  Anwendung  der  in  den  vorhergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Theorie  wollen  wir  die  Gleichung 
zwischen  schiefwinkligen  Coordinaten: 

(1)     |f+t-l=<^ 

untersuchen.  Mit  ax''-\-  2bxij  -{-  cy'+  2dx  -^  2etj -\~  f  =  0  verghchen, 
ergiebt  sich:« 

1  1 

also  ist: 
^^-^'  =  -n^^    acf--ae'-cd'-fb'-\-2bde  =  J=  ^ 


Die  Gleichung  ist  schon  auf  den  Mittelpunkt  bezogen;  um  sie  auf 
die  rechtwinkligen  Hauptaxen  zu  beziehen,  ist  die  quadratische  Glei- 
chung: 


(2) 


■  2  /     1  1     \  ^ 1 1_    __ 


aufzulösen.    Sind  die  Wurzeln  derselben  p  und  q,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Curve,  auf  die  Hauptaxen  bezogen: 


X'   ,   Y'       , 

-  +  --1=0, 


wo: 
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1  1 

A  =  —,     B  =  — 

p  q 

ist.     Schreibt  man  demnach  z  =  — -,  wodurch  (2)  in: 

u  ^  ^ 

1  1        /  1         1  \  1 

l?""  u sin q)'  \D]'^  D'J'^  D]D'sm(p'  ~~  ^' 

oder  in: 

(3)     M^-CD'^+D  ?)«/  +  /)'/>?  sin  9^  =  0 

übergeht,  so  sind  A  und  B  die  Wurzeln  von  (3);  A  und  B  sind 
aber  die  Quadrate  der  halben  Axen  einer  Ellipse,  deren  conjugirte 
Durchmesser  2I>,  und  2Z>  sind  und  welche  den  Winkel  q)  mit  ein- 
ander bilden.     Weil  nun: 

A^B  =  D'+D],     AB  =  D'D]sm(p\ 

so  folgt  daraus,  dass  die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirten 
Halbmesser  der  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen,  und  dass  das 
Parallelogramm  zwischen  zwei  conjugirten  Durchmessern  (ADD^smq)) 
dem  Rechtecke  zwischen  den  Hauptaxen  (4]/y4j5j  gleich  ist,  was 
mit  §.  34,  IV^  und  V.  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel,  dessen  Durchführung  wir  dem  Leser  über- 
lassen, möge  die  Gleichung  zwischen  rechtwinkligen  Goor- 
dinaten  dienen: 


(4) 


/r+Zi»'. 


WO  /  und  m  positive  Grössen  bedeuten.    Macht  man  die  Gleichung 
rational,  so  erhält  man: 


(^•)    S  =  0-T-fy 


ixy  _f^       X 

und  daraus: 

(5)     ^_2^  +  i;_2(^  +  J'-)+l  =  0. 
/  Im   ^  m  \  l        m^ 

Weil  ac— 6^  =  0,  so  stellt  (5)  eine  Parabel  vor;  man  überzeugt 
sich   leicht,    da    die   Annahme    von   t/  =  0   die   Gleichung   (5)   in 

\-j \j  =  0,  oder  in  eine  quadratische  Gleichung  mit  zwei  gleichen 

Wurzeln  verwandelt,  dass  die  Abscissenaxe  Tangente  der  Curve  ist; 
dasselbe  gilt  für  die  Ordinatenaxe  (§.  104).     Die  Transformations- 
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form  ein: 

verwandeln 

die 

Gleichung  (5)  in: 

Neuntes  Kapitel. - 

Fundamentalsätze  aus  der  Theorie 
der  Transversalen. 

§.   69.     Das  Vei'hältniss  {<^x,-\- ßy^^y)'.{ax^^ ßij^-\-y). 

Wir  haben  gesehen  (§.  6),  dass,  wenn  {x,  y\  (a;,,  ?/,)  inid  {x^,  y^) 

drei  Punkte  a,  b  und  c  einer  Geraden  sind,  die  Gleichung  stattfindet 

X  —X.         .   ab       y  —  y.  ,   ab 

= -f-  — , =  H-  — ,    wo    das    obere    oder    untere 

X  —x.^        ~  ac       y  —  y^        ~  ac 

Zeichen   gilt,    jenachdem    a    ausserhalb   oder    innerhalb   bc  hegt. 

Nennen  wir  dies  Verhältniss  —  mit  dem  angemessenen  Vorzeichen 

versehen    l,     so    ist    x~x^  =  X(aj  — icj,     y  —  y^  =  ^(y~yi)-) 
woraus: 

^'^   ^~    i-;i  ^    ^--T=i~' 

Eliminirt  man  aus  diesen  Formeln  A,  so  kommt  man  auf  die 
Gleichung  der  Geraden,  die  durch  6  und  c  geht  (§.  18,  3).  —  Es 
sei  a  oder  (x,  y)  der  Durchschnitt  von  bc  und  der  Geraden: 

(2)     ax^ßy  +  y  =  (). 

Setzt  man  die  Werthe  aus  (1)  in  (2)  ein,  so  erhält  man: 

a  {x^  -  Ix^)  4-  ß^y^  -  hj.^  +  y  (1  -  A)  ==  0, 
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woraus : 

welchen  Ausdruck  man  in  (1)  zu  substituiren  hat. 

Ist: 

(3*)     ax,  +  ßy,  +  r  =  ax,  +  ßy,+  y, 

so  wh'd  A  =  1,  und  zufolge  (1)  x  =^y  ^=  oc;  d,  h.  (3*)  ist  die 
Bedingung,  damit  die  durch  (a;,,t/,)  und  (x^,  y^)  gehende  Gerade 
der  Linie  (2)  parallel  sei.  Erinnert  man  sich  der  Bedeutung  von 
X,  so  folgt  aus  (3)  der  Satz: 

Ist  p  =  0  die  Gleichung  einer  Geraden;  sind  ferner 
p^  und  p^  die  Werthe,  welche  die  linke  Seite  dersel- 
ben annimmt,  wenn  (x^,  y^)  und  {x^^  y^)  oder  die  Coor- 
dinaten  zweier  beliebigen  Punkte  h  und  c  statt  der 
laufendenGoordinatensubstituirtwerden,  undistader 
Durchschnitt  von  hc  und  der  Geraden  p=0,  so  hat  man: 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  a 
ausserhalb  oder  innerhalb  hc  liegt*). 

§.  70.  Anwendung.  Hieraus  folgt  unmittelbar  das  in  der 
Anmerkung  zu  §.  23  Gesagte;  um  auch  die  übrigen  Bemerkungen 
aus  jenem  Paragraphen  mit  Hilfe  dieses  Satzes  abzuleiten,  fügen 
wir  noch  folgende  einfache  Betrachtungen  hinzu.  Sind  &,  und  c, 
die  Fusspunkte  der  von  h  und  c  auf  die  Gerade  ax -\-  ßy -{- y  ^=  ^ 

(oder  p  =  0)   gefällten  Lothe,   so  ist  in  jedem  Falle  —  =  — -^ 

CLC  CC. 


*)  Wenn  man  bei  Bezeichnung  einer  geradlinigen  Strecke  AB  festsetzt, 
dass  durch  den  ersten  Buchstaben  jedesmal  der  Anfangspunkt  und  durch 
den  zweiten  Buchstaben  ausser  dem  Endpunkt  zugleich  der  Sinn  der 
Richtung,  in  welchem  die  Strecke  zu  nehmen  ist,  ausgedrückt  werden  soll, 
so  dass  also  AB  sss — BA  oder  AB-\-BA  =z  0  ist,  so  kann  man  in  dem 
obigen  Paragraphen  das  doppelte  Vorzeichen  zur  Bezeichnung  des  Verhält- 

nisses  A  =  — i- ==  + —  erübrigen,    weil,   je   nachdem    der  Punkt   a  ausser- 
/),,  ac 

halb  oder  innerhalb  hc  liegt,  die  Linien  ah  und  ac  gleiche  oder -entgegen- 
gesetzte Richtung  haben ,  also  ihr  Verhältniss  positiv  oder  negativ  wird. 
Ebenso  ist  das  Product  ah.ac  als  positiv  oder  negativ  anzusehen,  je  nach- 
dem a  ausserhalb  oder  innerhalb  hc  liegt.  H. 
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also    nach   dem   vorhergehenden  Satze  — -  =  +— •    Wir  wollen 

der  Einfachheit  halber  b  und  c  auf  einer  Seite  der  Geraden  p  =  0 

bb  cc 

annehmen,    dann   ist  also   — -  =  — ->     Für   einen  dritten  Punkt 

Pi  Pz 

(iPg,  2/3)    oder   d  auf  derselben   Seite,   der  aber   mit   bc   nicht  in 

hh  rt 

einer   Geraden   zu  Hegen   braucht,   hat   man   wieder  — — ^  =  — , 

dd,        p, 

bb,         cc,         dd,       ^,  ,       ,,T     ,     ,.  ,  ■  , 

also  — -  =  — -  =  — -'     Nennt  man  den  Werth  dieser  gleichen 

Pi  Pz  P, 

Brüche  q,  so  ist  also  die  Länge  P,  des  von  irgend  einem 
Punkte  (rr,,  y^)  auf  die  Gerade  ax^ßy-{-y  =  0  gefällten 
Lothes  =  c(a^i  +  /%, -j-;'),  wo  der  Factor  (>  für  alle  Punkte 
auf  derselben  Seite  der  Geraden  constant  bleibt  und  — 
wie  wir  ohne  weiteren  Beweis  hinzufügen  —  für  alle  Punkte 
der  anderen  Seite  in  —  q  übergeht. 

Ist  z.  B.  Pq  das   vom  Anfangspunkte   auf  die  Gerade   gelallte 
Lolh,  so  hat  man  P.^  =Qy,  also: 

■P,  =±yi«^,  +  Ä,  +  yX 

WO  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem 
(a;,,  y^)  mit  dem  Anfangspunkte  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
liegt  oder  nicht.  Eine  Vergleichung  unserer  jetzt  erhaltenen  Aus- 
drücke mit  den  früheren  Formeln  (z.  B.  §.  60,  Form.  19)  giebt  für 
Q  den  Ausdruck: 

sin^ 
^~  —  y^^Kl2aßcosq)  +  ^' 

Die    Länge    der    von    (x^ ,  y^ )    unter    dem    Winkel    v    nach 

p 

c(x-\-ßy-\-y  =  0    gezogenen    Geraden    ist   — ^-^— ,     also     gleich 

§.  71.  Transversale  durch  eine  geradlinige  Figur. 
Es  seien  (a;,,  ?/j),  (ic,,  y^),  (x^,  yj  die  drei  Ecken  Ä,  B,  C  eines 
Dreiecks  (Fig.  49);  die  Gerade  G,  oder: 

p  =  ccx  +  ßy-\-y  =  0 
schneide  BC  in  A',  AC  in  B',  AB  in  C;  dann  ist  nach  dem  Satze 
des  §.  69: 


Theorie  der  Transversalen.  123 

,AC^P^  _^BA'  ^  p,  CB'  ^  p, 

-  BC       p,  '         -  CA'        p,  '         -AB'        p, 

Die  Multiplicalion  dieser  Gleichungen  giebt  rechts  -\- 1 ,  also 
muss  links  das  Vorzeichen  Minus  gar  nicht  oder  zweimal  vorkommen, 
d.  h.  von  den  drei  Durchschnittspunkten  A',  B',  C  der  Geraden  G 
mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  können  nur  entweder  zwei  oder 
keiner  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  selbst  vorkommen,  und  ausser- 
dem ist: 

AC'BA'CB' 
^^      BC'CA'AB' 

Dies  giebt  folgenden  Lehrsatz: 

Die  sechs  Entfernungen  zwischen  den  Ecken  des  Drei- 
ecks A,  By  C  und  den  Durchschnitten  A'y  B\  C  einer 
Geraden  G  mit  den  Seiten  desselben  lassen  sich  in 
zwei  Gruppen  theilen  {AC,  BA',  CB'  \u\&  AB',  BC,  CA'), 
so  dass  die  Entfernungen,  welche  eine  Gruppe  bilden, 
keinen  gemeinschaftlichen  Endpunkt  haben;  das  Pro- 
duct  aus  den  Stücken  der  einen  Gruppe  ist  gleich  dem 
Producte  aus  den  Stücken  der  anderen. 

Dieser  Satz  gestattet  folgende  Umkehrung: 

Nimmt  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  BC,  CA,  AB 
oder  auf  ihren  Verlängerungen  drei  Punkte  A',  B',  O 
an  —  mit  der  Bedingung  jedoch,  dass  auf  den  Seiten 
selbst  zwei  dieser  Punkte  liegen,  oder  keiner  —  und 
fin-det  die  Gleichung  (1)  statt,  so  liegen  A',  B',  O  auf 
einer  Geraden. 

Den  Beweis  überlassen  wir  dem  Leser. 

Der  directe  Satz  gestattet  eine  Ausdehnung  auf  jedes  Vieleck; 
wir  wollen  dieselbe  an  einem  Viereck  ABCD  (Fig.  50)  nachweisen. 
Die  Gerade  G  schneide  die  Seite  AB  in  A',  BC  in  B',  CD  in  O, 
DA  in  D',  so  ist,  mit  Beibehaltung  der  angenommenen  Bezeichnung : 

Ä4^^_p^  BB'  __  p, 

-BA'        p,  '         -CB'  ~  p^' 

_.ca_^p^         _^DD^__n 
-DO        p, '         -AD'        p^  ' 

Da  das  Product  der   rechten  Seiten    dieser  Gleichungen    +  1 
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giebt,  so  schliessen  wir  wie  oben,  dass  von  den  vier  Durchschnitts- 
punkten nur  eine  gerade  Anzahl  auf  den  Seiten  selbst  liegen  kann, 
und  dass  ausserdem: 

AA'BB'CC'DD'  =  AD'  BA'CB'DC. 

§.  72.     Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch   den 

Durchschnitt  zweier  anderen  geht.    Sind  p  und  q  der  Kürze 

halber  die  Ausdrücke  ax-{-by-{-  c,  a'x  -\-  b'y  -j-  C,  ferner  a  und  ß 

zwei  von  x  und  y  unabhängige  constante  Grössen,  so  stellen  die 

Gleichungen: 

(1)     p  =  0,         (2)     q  =  0,         (3)     ap-\-ßq  =  0 

drei  durch  einen  Punkt  gehende  Geraden  dar. 

In  der  That  ist  (3)  wie  (1)  und  (2)  von  der  ersten  Ordnung, 
und  da  der  Durchschnittspunkt  von  (1)  und  (2)  die  Ausdrücke 
p  und  q  gleich  0  macht,  so  genügt  er  auch  der  dritten  Gleichung 

(§.  12). 

Umgekehrt  lässt  sich  die  Gleichung  jeder  Geraden, 
welche  durch  den  Durchschnitt  von  (1)  und  (2)  geht, 
unter  der  Form  (3)  darstellen.  Denn  es  sei  (a?, ,  y^)  ein 
zweiter  Punkt  derselben,  so  kann  man  a  und  ß  so  bestimmen, 
dass  seine  Goordinaten  der  Gleichung  (3)  genügen.  Es  ist  dazu 
erforderlich,  dass: 

a  (ax,  +  6?/.  +  c)  +  /9  (a'x,  +  b'y,  +  c')  =  0,    oder :     ap,  +  ßq,  =  (^ 

sei;   woraus  ^= — ^«     Substituirt  man   diesen    Werth    in    (3) 
ß  Vi 

oder  in  -öP  +  y  =  ^5  so  erhält  man: 

(4)    A_JL  =  o. 

Die  Form  dieser  Gleichung  macht  es  ersichtlich,  dass  sie  eine 
Gerade  darstellt,  welche  durch  (ic,,  y^)  und  den  Durchschnitt  von 

(1)  und  (2)  geht.  Jede  andere  Gleichung  derselben  Geraden  könnte 
sich  von  (4)  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden 
(§.  17,  Anm.). 

Anm.  Die  Gleichung  /)  +  A^  =  0  stellt  eben  so  allgemein 
wie  (3)  die  Gleichung  einer   durch  den  Durchschnitt  von  (1)  und 

(2)  gehenden  Geraden    dar.     Soll  sie  auch  ^  =  0  darstellen ,   so 
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P 

muss  man  l  unendlich  nehmen,  wodurch  in  der  That  -r-  -]-  ^  =  0 

in  ^  =  0  übergeht. 

§.  73.  Transversalen  durch  einen  Punkt  und  die 
Ecken  eines  Dreiecks.  Es  seien  wiederum  a;,,  y^;  ic^,  y^;  x.^,  y^ 
die  Coordinaten  der  Ecken  A,  B,  C  eines  Dreiecks  (Fig.  51).  Man 
ziehe  durch  einen  behebigen  Punkt  0  die  Geraden  AO,  BO,  CO, 
welche  die  Gegenseiten  in  A',  B',  O  treffen.  Die  Gleichungen  von 
BO  und   CO   seien   bezüghch   p  =  0,   ^  =  0,    also    die   von    AO 

(§.72)  ^ ^  =  0. 

Pi        ^i 
Wir  haben  ferner  nach  §.  69: 

^'^     ^CA'~\p,        q,J'\p,        q,J' 

Weil  aber  J?  in  p  =  0  liegt,  so  ist  p.^  =0;  und  ebenso  findet  sich 
q   z=  0.     Dadurch  geht  (1)  über  in: 


BA' A.  A^  ^IlIl 


-CA'  q,      p,  q,    p, 


oder: 


Es  ist  aber: 


(^)  (±S^)lf  = 


CA'y  q,   p, 


1. 


also 


f,BA'\f,AO\/,CB'\ 


Da  rechts  —  1  steht,  so  kann  auf  der  linken  Seite  dieser  Glei- 
chung das  negative  Vorzeichen  nur  dreimal  oder  einmal  vorkommen, 
d.  h.  von  den  Punkten  A',  B',  O  liegen  drei  oder  einer  auf  den 
Dreiecksseiten  selbst,  und  ausserdem  ist: 

(3)     AC'BA'CB'  =  AB'-BOCA'; 

oder  in  Worten: 

Wenn  man  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  einem  belie- 
bigen Punkte  verbindet,   so  bestimmen  diese  Geraden 


• 
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auf  den  Seiten  des  Dreiecks  sechs  Segmente,  so  dass 
das  Product  dreier  unter  ihnen,  welche  keinen  ge- 
meinschaftlichen Endpunkt  haben,  dem  Producte  der 
drei  übrigen  gleich  ist. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet: 

Nimmt  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  BC,  CA,  AB 
oder  auf  ihren  Verlängerungen  drei  Punkte  A',  B',  C 
an  —  mit  der  Bedingung  jedoch,  dass  auf  den  Seiten 
selbst  eine  ungerade  Anzahl  liegen  soll  —  und  findet 
die  Gleichung  (3)  statt,  so  treffen  sich  AA',  BB',  CO  in 
einem  Punkte. 

Wir  übergehen  den  Beweis  dieser  Umkehrung.  —  Um  die  wei- 
teren Anwendungen  des  in  §.  72  ausgesprochenen  Princips  nicht 
unterbrechen  zu  müssen,  schalten  wir  die  wesentlichsten  Sätze  über 
harmonische  Punkte  hier  ein. 

§.  74.  Harmonische  Punkte.  Aus  den  Elementen  ist  be- 
kannt, dass,  wenn  drei  Punkte  a,  h,  c  in  gerader  Linie  (etwa  auf 
der  Abscisscnaxe)  gegeben  sind,  man  keinen  vierten  Punkt  d  finden 
kann,  der  mit  b  gleichzeitig  innerhalb  oder  ausserhalb  ac  läge,  und 
für  den  die  Proportion: 

da  _ha 
^^     ~d'c~'b^ 

stattfände.  Dies  kommt,  wenn  wir  x,x^,x.^,x^  die  Abscissen  von 
a,  b,  c,  d  nennen,  analytisch  genommen,  darauf  hinaus,  dass,  wenn 
x^   und  .T3 ,   X  und  x.^  verschiedene  Grössen   sind,    die  Gleichung 

— ,   welche  mit   (1)   gleichbedeutend  ist   (§.  6), 


unmöghch  stattfinden  kann;  sie  rediicirt  sich  nämlich  nach  Fort- 
schaffung der  Nenner  auf  {x.^  —  x^){x^  —  x)  =  0.  Setzt  man  aber 
fest,  dass  d  ausserhalb  ac  hegen  soll,  wenn  b  innerhalb  ist,  und 
umgekehrt,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (1)  immer  und  nur  auf 
eine  einzige  Weise  erfüllen;  diese  neue  Festsetzung  verlangt  nämlich, 

dass  die  Brüche  — ^ und  — ^ gleichen  Zahlenwerth,  aber 

entgegengesetztes  Zeichen  liaben  sollen,  oder  dass: 
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(2)    3_^^+.^Lz:£-  =  o, 


woraus  folgt: 


X-\-X.^  —  2x^ 

In  Bezug  auf  die  Strecke  bd  liegen  von  den  beiden  Punkten 
a  und  c  ebenfalls  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb,  und 

da  man  die  Proportion  (1)  auch  — r  =  — r-  schreiben  kann,  so  se- 

ah        CO 

hen  wir,  dass  die  Punkte  a  und  c  ihrer  Lage  nach  zu  der  Strecke  bd 

sich  ebenso  verhalten,  wie  die  Punkte  b  und  d  zu  der  Strecke  ac. 

Zwei  Punktepaare  einer  Geraden  (wie  a  und  c,  b  und 
d)  heissen  vier  harmonische  Punkte,  wenn  die  Entfer- 
nungen des  einen  Paares  von  dem  einen  Punkte  des  an- 
deren, den  entsprechenden  Entfernungen  von  dem  an- 
deren Punkte  proportional  sind;  die  Punkte  eines  jeden 
Paares  heissen  conjugirte*).  Vermittelst  (3)  kann  man,  wenn 
drei  der  vier  harmonischen  Punkte  bekannt  sind,  den  letzten  ohne 
Zweideutigkeit  bestimmen.     Ist  jedoch: 

x-\-x.^—  2a:,  =  0, 
d.  h.  ist  b  die  Mitte  von  ac  (§.  6),  so  wird  x.^  unendhch;  man  sagt 
daher,   dass  der  Mitte   von   ac  der  unendhch  entfernte  Punkt  der 
Geraden  conjugirt  sei. 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  lassen  sich  durch  passende 
Wahl  des  Anfangspunktes  der  Abscissen  neue  Eigenschaften  von 
vier  harmonischen  Punkten  ableiten,  von  denen  wir  wenigstens  zwei 
mittheilen  wollen.  Lässt  man  den  Anfangspunkt  mit  a  zusammen- 
fallen, so  wird  X  =  {)',  dadurch  verwandelt  sich  (2)  in : 

X  X 

! 1 3 —  0,     oder:     x.x^-\-  x^x.y  —  1x,x^  ==  0, 

X^—X^       '       X^  —  X^  12     13      2  13 

woraus  durch  Division  mit  2x^x.^x^: 


(«  i  =  <(^+Jr) 


*)  Setzt  man  fest,  dass  die  geradlinigen  Strecken  da,  de,  ha,  hc  zu- 
gleich deren  Richtung  ausdrücken  (§.  69,  Anin.),  so  hat  man  zur  Definition 
der  beiden  harmonischen  Punktepaare  a,  c  und  b,  d  die  Gleichung: 

da  ha        ,  da   ,    ha 

-r=-'-r-     oder;      - — h-r-==0. 

de  hc  de   ^    bc   ■  H. 
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Lässt  man  den  Anfangspunkt  mit  b  zusammenfallen,  oder  macht 
in  (2)  x^  =  0,  so  erhält  man : 


a?,  ^x        x^y 


u.  s.  w.,  nimmt  man  also  einen  von  vier  harmonischen  Punkten  zum 
Anfangspunkte  und  bildet  die  reciproken  Werthe  der  Abscisse  seines 
conjugirtcn  Punktes,  so  wie  der  Abscissen  des  anderen  Paares,  so 
ist  der  erste  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  anderen. 

In  Fig.  52  ist  demnach: 

ac       ^\ah'adJ'     bd       ^\bc      baJ' 
und  ähnlich: 

db       ^\da^  de/'     ca       ^\cb       cdJ 
Ist  die  Mitte  o   der  Strecke  ac  Anfangspunkt  der  Abscissen, 

2 

also  X   =  —X,  so  verwandelt  sich  (3)  in  x.^  =  —  oder  x^x^  —  x^. 

x^ 

Da  demnach  a?,   und  x^  gleiches  Zeichen  haben   müssen,    so  folgt 

hieraus,  dass  von  der  Mitte  o  zweier  conjugirten  Punkte  (a  und  c) 

aus  die  beiden  anderen  (6  und  d)  nach  derselben  Seite  zu  liegen 

müssen,  und  zwar  so,  dass: 

(5)     oa' =  oc   =ob'Od. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  können  ebenfalls  als  Definitionen 
von  harmonischen  Punkten  benutzt  werden  (§.  26). 

§.  75.  Gleichungen  harmonischerstrahlen.  Man  nennt 
harmonisches  Strahlenbüschel  vier  Gerade,  die  von  einem 
Punkte  0  (Fig.  53)  nach  vier  harmonischen  Punkten  A,  B,  C,  D 
gezogen  sind;  die  Geraden  OA  und  OC,  OB  und  OD,  welche  durch 
die  conjugirten  Punkte  gehen,  heissen  conjugirte  Strahlen. 
Liegt  0  unendlich  entfernt,  so  sind  die  vier  Geraden  parallel. 

Aufgabe.  Wenn  die  Gleichungen  der  drei  Geraden 
OA,  OB,  OC  gegeben  sind,  die  Gleichung  des  zu  OB  con- 
jugirten vierten  harmonischen  Strahles  zu  finden. 


Theorie  der  Transversalen.  129 

Auflösung.     Es  seien  x^,  ?/,   und  x.^,  y^  bezüglich  die  Coor- 
dinaten  von  A  und  C,  ferner: 

(1)     Gleichung  von  OA:  p  =  0,  Gleichung  von  OC:  ^==0, 

Gleichung  von  OB:  ap-\-ßq  —  0, 

und  die  gesuchte  Gleichung  des  vierten  harmonischen  Strahles  OD: 

(2)     kp  +  ^tq  =  0, 

wo  das  Verhältniss  —  zu  bestinunen  ist.    Wir  haben  zufolge  §.  69: 

^'^^     ^CB  ap,  +  ßq,  ap,' 

weil  Pi  =  0  und  q^  =  0,  und  ebenso : 

(4)     +i^  =  i^. 

Da  von  den  Punkten  B  und  D  der  eine  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb  der  Strecke  AC  liegt,  so  sind  in  (3)  und  (4)  verschie- 

1        AI.  1  ,  ,        .       AB        AD 

dene  Vorzeichen    zu    nehmen;    und    ausserdem   ist    -tth"  "== 'TS'tt» 

Co         CD 

-  .    ßq,         -^  (.iq,       ,    , 

also  muss  H--^— ^  =:  4--t-^7  <1-  b. : 

sein.     Substituirt  man  diesen  Werth  in  (2)  oder  jo-|  -y-g  =  0,  so 
erhält  man: 

(6)     ap-ßq=:0, 
welches    demnach    die  Gleichung   der  zu  OB  conjiigirten  Geraden 
OD  ist. 

§.76.  Transversalen  durch  ein  harmonisches  Strah- 
lenbüschel. Umgekehrt  sind  die  Schnittpunkte  A,  B,  C,  D 
jeder  Transversalen  mit  vier  Geraden,  deren  Gleichungen  der  Reihe 
nach  sind: 

(1)     p  =  0,     ap-^ßq  =  0,     q  =  i)^     ap  - ßq  =  {), 
vier  harmonische  Punkte.     Denn   nennen    wir   wiedei'  (a;,,  y  )  die 
Coordinaten  von  A;  x.^,   y^  die  von  C,    so  findet  man,  wie  vor- 

,  .       ,   AB        ßq^        ,    ,    AD  ßq, 

h'".  ±7^--~  nndl--:--==— iili-.      Daraus    schliesst    man 
Ln  ap.^  tu  ap^ 

J  oachimsllial  Elemente.    2.  Aull.  9 
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zuerst,  dass  die  Lage  von  B  und  D  in  Bezug  auf  AC  eine  ver- 
schiedene ist,   und  dass   -770"  ~  TUT ^  ^^'^^^  haben  also  den  Satz: 

I.  Ein  harmonisches  Strahlenbnschel  wird  von  je- 
der Transversalen  in  vier  harmonischen  Pnnklcn  ge- 
schnitten. 

Ist  die  Transversale  einer  der  vier  Geraden  (1),  z.  B.  der  Ge- 
raden ap  —  ßq  =  {),  parallel,  so  haben  die  drei  anderen  Schnitt- 
punkte Ä,  B,  C  (Fig.  54)  eine  specielle  Lage.  Nacli  §.  69,  Form.  3* 
müssen  alsdann  die  Werthe,  welche  ap  —  ßq  annimmt,  wenn  man 
ic, ,  2/,    und  x^^  2/3   statt   x,  y   einsetzt,    gleich   sein;    dies   giebt 

ap^  =  —ßq^^  oder  i-^  =  —  L  Vergleicht  man  dies  mit  Glei- 
chung (3)  des  vorhergehenden  Paragraphen,  so  sieht  man,  dass  B 
innerhalb  AC  liegen  und  AB  =  BC  sein  nuiss,  d.  h.  B  ist  die  Mitte 
von  AC;  also: 

II.  Schneidet  man  ein  harmonisches  Sirahlenbüschel 
<lurch  eine  Parallele  zu  einem  der  vier  Strahlen,  so  wird 
der  Durchschnitt  mit  dem  conjugirten  Strahl  die  Mitte 
der  beiden  anderen  Durchschnitte  sein*). 

Weil  die  Mitte  zweier  conjugirlen  Punkte  und  der  unendhch 
entfernte  Pinikl  einer  Geraden  als  das  zweite  Paar  eonjiigirler  harmo- 
nischer Punkte  angesehen  werden  können  (§.  74),  so  ist  dieser  Satz 
nur  ein  specieller  Fall  des  vorhergehenden.  Der  umgekehrte  Satz, 
dass  nämlich  drei  Stralden,  die  man  von  0  nach  drei  Punkten  in 
gerader  Linie  A,  B  uiul  C  gezogen  hat,  wo  AB  =  BC,  mit  der  Ge- 
raden durch  0,   die  AC   parallel   ist,    ein    harmonisches  Slrahlen- 


*)  Man  kann  bei  einem  harmonischen  StiJihlenbüschel  das  eine  Paar 
conjugirter  Strahlen  als  eine  Hyperbel  mit  unendlich  kleinen  Axen  ansehen 
(§.  66)  und  jede  Durchschnittsgerade  demnach  als  eine  Sehne:  alsdann  er- 
giebt  sich  aus  Satz  IL,  dass  die  Mittelpunkte  aller  einer  gegebenen  Rich- 
tung parallelen  Sehnen,  auch  wenn  die  Hyperbel  sich  auf  ein  System  ge- 
rader Linien  reducirt,  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  und  zwar  auf  der 
zur  gegebeneu  Richtung  conjugirten  harmonischen,  d.h.  in  einem  har- 
monischen Strahlenbüschel  lässt  sich  das  eine  System  conju- 
girter Strahlen  als  eine  Hyperbel  uiit  unendlich  kleinen  Axen, 
das  andere  als  ein  System  conjugirter  Durchmesser  auffassen. 

H. 
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büschel  bilden,  lässt  sich  aus  dem  vorhergehenden  sowohl  direct 
als  indireet  leicht  nachweisen. 

Die  Beweise  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
sind  auf  ein  harmonisches  Strahlenbüschel,  das  aus  vier  Parallelen 
besteht,  nicht  anwendbar;  man  überzeugt  sich  jedoch  leicht  durch 
elementar- geometrische  Betrachtungen,  dass  für  dieselben  Salz  1. 
gültig  bleibt. 

§.  77.  Lehrsatz.  Construction  des  vierten  harmoni- 
schen Strahles.     Es  seien: 

(1)     p  =  0,         (2)     ^-0,         (3)     ap-\-ßq  =  0, 
die  Gleichungen  dreier  Geraden  P,  Q,  Q'  (Fig.  55),  welche  sich  in 
a  treffen.    Denkt  man  sich  durch  einen  Punkt  b  in  Q'  zwei  andere 
Geraden,  ß  und  S,  gezogen,  deren  Gleichungen: 

(4)     r  =  {),         (5)     s  =  i) 

sein  mögen,  so  wird  sich  Q'  auch  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form : 

(6)  a'r  +  ß's  =  {) 

darstellen  lassen.  Die  Ausdrücke  links  in  (3)  und  (6)  können  sich 
nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden,  da  sie  dieselbe 
Gerade  darstellen ;  wir  w  ollen  annehmen,  dass  a'  und  ß'  mit  dem- 
selben schon  dividirt  seien,  dann  sind  die  linken  Seiten  identiscli 
gleich,  d.h.  ap-\- ßq=a'r-\-ß's.  Es  folgt  hieraus  «/)—«'/•== /?'Ä—/^^y; 
da  aber  ap  —  a'r  =  0  die  Gleichung  einer  durch  den  Durchscluiill 
von  P  und  R  oder  durch  d,  ß's  —  ßq  =  0  die  Gleichung  einer 
durch  den  Durchschnitt  von  S  und  Q  oder  durch  f  gehenden  Ge- 
raden ist,  so  stellt: 

(7)  ap  —  a'r  —  0 

die  Gerade  df  dar.  Ebenso  hat  man  ßq  —  a'r  =  ß's  —  ap,  und 
folgert,  wie  vorhin,  dass: 

(S)     ßq~a'r  =  i) 

die  Gleichung  einer  Geraden  ist,  welche  sowohl  durch  den  Durch- 
schnitt e  von  0  und  R,  als  durch  den  Durchschnitt  c  von  S  und  P 
geht,  d.  h.  dass  (8)  die  Gleichung  von  ce  ist.  Zieht  man  (7)  und  (8) 
von  einander  ab,  so  muss  die  Gerade,  deren  Gleichung  (7)  — (8)  — 0 
ist,  durdi  den  Durchschnitt  o  von  df  (1)  und  ce  (8)  gehen;  das 
Resultat  der  Subtraction  ist: 

9* 
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(9)     ap-ßq=z  0, 

eine  Gleichung,  welche  auch  durch  a,  den  Durchschnitt  von  P  und  Q, 
befriedigt  wird,  d.  h.  (9)  ist  die  Gleichung  von  oa.  Wie  wir  aus 
§§.  75  und  76  wissen ,  ist  (9)  oder  F  der  vierte  haj'nionische 
Strahl  zu  P,  Q,  Q',  und  letzterem  conjugirt. 

Da  in  (9)  keine  der  Grössen  enthalten  ist,  die  sich  auf  den 
Punkt  h  und  die  Geraden  R  und  S  beziehen  —  nämlich  a',  ß',  so  wie 
die  Ausdrücke  erster  Ordnung  r  und  s,  —  so  folgt  daraus,  dass  wenn 
man  dieselbe  Gonstruction  für  andere  Punkte  h\  b"  . .  der  Geraden 
0'  wiederholt,  die  Kreuzungspunkte  o',  o"  .  .  der  Verbindungslinien 
e'c'  und  d'f'j  e"c"  und  d"f",  .  .  immer  in  derselben  Geraden  (9) 
liegen.     Wir  haben  also  den  Satz : 

Nimmt  man  in  Q',  einer  geraden  Linie,  welche  mit 
P  und  Q  durch  denselben  Punkt  a  geht,  einen  belie- 
bigen Punkt  b  an  und  zieht  durch  ihn  irgend  zwei 
Geraden  R,  S,  welche  P  und  Q  in  vier  Punkten  schnei- 
den, so  lassen  sich  letztere  durch  zwei  neue  Geraden 
verbinden,  ec,  df,  deren  Durchschnitt  o  mit  a  ver- 
bunden, eine  constante,  d.  h.  nur  von  P,  Q  und  Q'  ab- 
hängige Gerade  ist.  Dieselbe  bildet  mit  ihnen  ein  har- 
monisches Strahlenbüschel  und  ist  der  Geraden  Q' 
conjugirt. 

Dieser  Satz  giebt  die  einfachste  Methode  an,  um  zu  drei  har- 
monischen Strahlen  den  vierten  zu  finden.  Wir  wollen  in  dem  fol- 
genden Paragraphen  eine  andere  Aussage  desselben  geben. 

§.78.  Vollständiges  Vierscit,  Gonstruction  des  vier- 
ten harmonischen  Punktes.  Vier  unendliche  Geraden  P,  Q,  R,  S 
(Fig.  56)  bilden  ein  vollständiges  Vierseit;  ihre  sechs  Durchschnitts- 
punkte bilden  drei  Paare  gegenüberstehender  Ecken  a,  b;  e,  c;  f,  d, 
welche  durch  drei  Diagonalen  vei'bunden  werden;  dieselben  schnei- 
den sich  genugsam  verlängert  in  drei  Punkten  o,  ()^,  o.^  Nach 
§.  77  sind  ab,  ad,  ao,  ae  ein  harmonisches  Strahlenbüschel,  worin 
ab  und  ao,  so  wie  ad  und  ae  conjugirt  sind.  Sie  schneiden  dem- 
nach jede  Transversale  in  vier  harmonischen  Punkten,  solche  sind 
z.  B.  0,,  d,  0,  f,  und  o.^,  c,  o,  e.  Zieht  man  also  /b^,  so  sind 
/b, ,  fc,  fo,  fe  wiederum  harmonische  Strahlen,  und  o^ ,  b,  o^,  a 
ein  drittes  System  harmonischer  Punkte.    Wir  haben  also  den  Satz: 
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In  jedem  vollständigen  Vierseit  bilden  die  Endpunkte 
einer  Diagonale  und  ihre  Durchschnittspunkte  mit 
den  beiden  anderen  vier  harmonische  Punkte,  und 
zwar  sind  die  Endpunkte  der  Diagonale  das  eine  Paar 
conjugirter  Punkte. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  kann  man,  wenn  von  vier  harmoni- 
schen Punkten  drei,  z.  B.  a,  o^ ,  b,  gegeben  sind,  den  vierten  o^ 
finden,  der  zu  o^  conjugirt  ist.  Man  ziehe  zu  dem  Ende  durch  o^ 
eine  beUebige  Gerade  o^df,  nehme  in  derselben  zwei  Punkte  an, 
d  und  f,  verbinde  diese  mit  a  und  b  durch  vier  Geraden,  welche 
sich  noch  in  zwei  Punkten  e  und  c  schneiden;  zieht  man  endhch 
ec,  so  trifft  dieselbe  ab  in  dem  gesuchten  Punkte  o.^ 

Da  durch  a,  o,,  b  der  Punkt  o.^  vollständig  bestimmt  ist,  so 
muss  man  stets  denselben  Punkt  o./ erhalten,  welche  Veränderungen 
man  auch  mit  den  willkührlichen  Elementen  der  Construction  vor- 
nehmen mag.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  Satz,  welcher  dem  in  §.  77 
aufgestellten  analog  ist:  er  lautet: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  o, ,  der  mit  zwei  an- 
deren a  und  b  in  gerader  Linie  liegt,  eine  beliebige 
Gerade,  verbindet  irgend  zwei  Punkte  derselben  d  und  f 
mit  den  beiden  anderen  a  und  b,  so  treffen  sich  diese 
vier  Geraden  in  zwei  neuen  Punkten  e  und  c,  deren 
Verbindungslinie  ec  die  Gerade  ab  in  einem  constan- 
ten,  d.  h.  nur  von  a,  b  und  o^  abhängigen  Punkte  o^ 
trifft;  derselbe  bildet  mit  ihnen  vier  harmonische 
Punkte  und  ist  dem  Punkte  o,    conjugirt. 

Wir  bemerken  noch,  dass  in  Fig.  56  e,  d,  b  und  der  Durch- 
schnitt von  ao  und  R,  so  wie  f,  c,  b  und  der  Durchschnitt  von 
ao  und  Q  ebenfalls  harmonische  Punkte  sind. 

§.  79.  Homologe  Dreiecke.  Durch  dasselbe  Verfahren, 
welches  wir  in  §.  77  angewendet  haben ,  können  wir  auch  noch 
auf  andere  Sätze  kommen. 

Es  sei  wiederum  Q'  (Fig.  57)  eine  Gerade,  in  welcher  drei  Punkte 
a,  b,  c  beliebig  angenommen  worden  sind;  durch  jeden  derselben 
habe  man  zwei  Geraden  P,  Q;  R,  S;  T,  U  gezogen,  welche  bezüglich 
durch  die  Gleichungen  p  =^0,  q={);  r  =  0,  s  —  0;/  =  0,  w  =  0 
dargestellt  sein  mögen.    Dann  ist  die  Gleichung  von  Q'  unter  einer  der 
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drei  Formen  darstellbar  ap-\-ßq  =  0,  a'r-{-ß's  =  0,  a!'l^ß"u  =■  0. 
Wir  wollen  voraussetzen,  was  erlaubt  ist,  die  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen  seien  durch  Division  mit  passenden  constanten  Factoren 
identisch  gleich  gemacht  worden,  so  dass: 

ap  +  ßq=  a'r  +  ß's  =  a"t  +  ß"u, 
woraus: 

(  ap  —  a'r  =  ß's   —  ßq, 
(1)         ap-a"t  =  ß"u-ßq, 

'  «V  —  a"t  =  ß'u  —  ß's. 

Wie  in  §.  77  schliessen  wir  hieraus,  dass  ap  —  a'r=()  die 
Gleichung  einer  Geraden  ist,  welche  sowohl  durch  den  Durchschnitt 
V  von  P  und  R,  als  auch  durch  v',  den  Durchschnitt  von  Q  und  S, 
geht.  Ferner  geht  die  Gerade  ap—  a"t  =  0  durch  /.i,  den  Durch- 
schnitt von  P  und  T,  und  durch  ft',  den  Durchschnitt  von  C/ und  Q, 
und  schliesshch  a'r  —  a"t  =  0  durch  die  beiden  Punkte  l  und  A', 
d.  h.: 

(2)     ap  —  a'r  =  (),        (3)    ap—a"t  =  0,       (4)    a'r  —  a"t=^0 

sind  die  Gleichungen  der  Geraden  vv',  ^i^',  IV;  und  da  offenbar 
(4)  —  (3)  —  (2),  so  schneiden  sich  die  drei  durch  sie  dargestellten 
Linien  in  einem  Punkte;  d.  h. : 

Haben  zwei  Dreiecke  l^v  und  A'^uV  eine  solche  Lage, 
dass  die  Seitenpaare  ^iv,  fi'v'j  vi,  v'l';  Xfi,  l'fi'  sich  in 
drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  a,  b,  c  treffen, 
so  gehen  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Ecken  durch  einen  Punkt. 

§.  80.  llmkehrung  des  letzten  Satzes.  Die  Umkehrung 
dieses  Satzes  lautet: 

Haben  zwei  Dreiecke  Ijav  und  X'fi'v'  eine  solche  Lage, 
dass  die  Verbindungslinien  der  Ecken  AA',  fifi',  vv'  sich 
in  einem  Punkte  treffen,  so  liegen  die  Schnittpunkte 
der  dr  ei  Paare  entsprechender  Seiten  in  einer  Ge- 
raden. 

Wir  wollen,  um  noch  eine  Anwendung  des  in  §.  72  erklärten 
Prjncips  zu  geben,  den  directen  Beweis  dieses  Satzes  als  Beispiel 
hinzufügen. 
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Es  seien  (Fig.  57): 

(1)  Gleichung  von  ol :    p  =  0, 

(2)  -  -  oju :  ^  ==  0, 

(3)  -  -  ov\  p^aq  =  0^ 

(4)  -  -  A^:  r  =  0, 

(5)  -  -  Iv:  p-\-ßr  =  ^. 

Die  Gleichung  von  ^v  niuss  ?sm\  p-\- (xq-\-y{p-]r  ßr)  =^  ^,  da 
fiv  durch  den  Durchschnitt  von  ov  und  Xv  geht.  Diese  Gleichung 
muss  jedoch  auch  befriedigt  sein,  wenn  man  gleichzeitig  ^  =:  0  und 
rr=:0  setzt,  weil  p,v  durch  ^,  den  Durchschnitt  von  ofA.  und  X^,  geht. 
Durch  diese  Annahme  verwandelt  sich  die  vorhergehende  Gleichung 
in  p(l  +  /)  =  0,  und  da  für  ^  der  Ausdruck  p  nicht  gleich  Null 
wird,  muss  y  =  — 1  sein,  also  ist: 

(6)  Gleiclmng  von  ^v.    aq  —  ßr  =  0, 
Für  die  Seiten  des  Dreiecks  Xyv'  findet  man  ähnlich: 

(7)  Gleichung  von  X'fi':    s  =  0, 

(8)  -  -     X'v':    p  +  ds  =  i), 

(9)  -  -     fA,'v' :    aq  —  8s  =  {). 

Bildet  man  die  Gleichungen  (5)  — (8)  =  0,  (9)— (6)  =  0,  so  erhält 
man  beide  Male: 

(10)     ßr-~Ss  =  {). 

Dies  ist  demnach  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch 
den  Durchschnitt  von  ?^v  und  X'v',  so  wie  durch  den  von  fiv  und 
fi'v*  geht.  Da  die  Gerade  (10)  aber  offenbar  durch  den  Duich- 
schnitt  von  r  =  0,  s  =  i)  odei'  X/x  und  ?Jfj,'  geht,  so  liegen  diese 
drei  Dui'chschnittspunkte  in  einer  Geraden. 

§.  81.  Die  Gleichung  ap-\- ßq-\-yr  =  0.  Es  seien 
p  =  0,  q  =  0,  r=0  die  Gleichungen  der  Seiten  J5(7,  CA,  i4J5  eines 
Dreieckes.  Eine  beliebige  Gerade  G  nuiss  wenigstens  zwei  dieser 
Seiten  treffen;  sie  möge  BC  in  A'  schneiden  (Fig.  58).  Ist  die 
Gleichung  von  AA':  m  =  0,  so  wird  die  von  G:  u-\-ap  =  () 
sein;  die  Gleichung  u  =  i)  hat  aber,  weil  sie  durch  den  Punkt  A 
erfüllt  sein  muss,  die  Form  ßq-\-yr  =  i),  also  ist  die  Gleichung 
von  G  unt  er  der  Form  ctp-{-  ßq-\-  yr  =  0  darstellbar. 
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Sind  demnach  jo  =  0,  ^  =  0,  r  =  0  die  Gleichungen  dreier 
Geraden,  welche  sich  in  drei  verschiedenen  Punkten 
schneiden,  oder  ein  Dreieck  bilden,  so  ist  die  Glei- 
chung jeder  beliebigen  Geraden  unter  der  Form: 

(1)     ap  +  ßq  +  yr  =  () 
darstellbar. 

Dieser  Satz,  auf  dessen  Begründung  wir  später  noch  einmal 
kommen  werden,  ist  als  eine  Erweiterung  des  Satzes  in  §.  72  an- 
zusehen. 

Es  seien  A',  B',  O  die  Diu'chschnitte  von  (1)  mit  den  Seiten 
des  Dreiecks  ABC,  so  stellt  ßq-[-yr  =  ()  oder  (1)— -öp  =  0  eine 
durch  den  Durchschnitt  A  von  q  =  0  und  r  =  0,  und  den  Durch- 
schnitt A'  von  (1)  und  p  =  0  gehende  Gerade,  oder,  wie  wir 
schon  vorher  gesehen  haben,  die  Gei'ade  AA'  dar.  Ebenso  sind 
ap-{-)'r  =  0  und  ap-\-ßq  =  0  beziighch  die  Gleichungen  von  BB' 
und  CC  In  jeder  Ecke  des  Dreiecks  kommen  jetzt  drei  Geraden 
zusammen,  z.  ß.  in  A  die  Linien  AB,  AC,  AA'j  bestimmt  man  zu 
diesen  den  viei'ten  harmonischen  Strahl,  also  in  unserem  Beispiele 
den  zu  AA'  conjugirten,  Aa,  so  wird  dessen  Gleichung: 

(2)     ßq-yr  =  0, 

und  ähnlich  für  Bb  und  Cc: 

(3)     ap-yr  =  0,         (4)     ap  —  ßq  =  0. 

Weil  aber  (4)  =  (3)  — (2),  so  schneiden  sich  diese  Geraden 
in  einem  Punkte  o. 

Erwägt  man  noch,  dass  der  Diu'chschnitt  a  und  die  Punkte 
B,  C,  A'  vier  harmonische  Punkte  sind  und  a  dem  Punkte  A'  con- 
jugirt  ist,  dass  ferner  auf  den  beiden  anderen  Dreiecksseiten  das 
Analoge  stattfindet,  so  hat  man  folgenden  Satz: 

Nimmt  man  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
oder  ihren  Verlängerungen  drei  Punkte  A',  B',  O  in 
gerader  Linie,  bestimmt  zu  je  zwei  Ecken  des  Drei- 
ecks {B,  C)  und  dem  auf  derselben  Geraden  liegenden 
Punkte  {A')  den  vierten  harmonischen  (a)  und  verbindet 
denselben  mit  der  Gegenecke  (^),  so  schneiden  sich 
die  so  erhaltenen  drei  Geraden  in  einem  Punkte  o. 
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Umgekehrt: 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  o  und  die  Ecken  eines 
Dreiecks  drei  Transversalen,  welche  die  Gegenseiten 
in  drei  Punkten  treffen,  und  bestimmt  zu  ihnen  und 
den  Ecken  des  Dreiecks,  die  mit  ihnen  bezüglich  auf 
einer  Geraden  liegen,  die  vierten  harmonischen  Punkte, 
so  liegen   dieselben  in  einer  Geraden. 

In  der  That,  sind  x^,  «/,   die  Coordinaten  von  o,  so  ist: 
Gleichung-  von  Ao:    — —  0, 


q,         r. 


(5)     ('         -  -     Bo:    ^-f  =  0, 

wo  wir  die  Bedeutung  von  /?,,  q^,  i\   ebenso  wie  in  §.  69  anneh- 
men; also  ist: 

q          V 
A'  der  Durchschnitt  von  p  =  0  und 1 =  0, 


</. 


B'     -  -  -      q  =  ()  und  -t.-\-—=:  0, 

Pi        '\ 

a     -  -  -      r  z=  0  und  -^-f--^  =.  o. 

Alle  drei  Punkte  genügen  demnach  der  Gleichung: 

^6)     A  +  ^+Jl^O, 
Pi        Qi        n 

d.  h.  sie  liegen  in  einer  Geraden. 

Man    nennt    zuweilen     die    Gerade    (6)     die    Polare    des 

Punktes  (a:,,  y^)  und  diesen  Punkt  den  Pol  jener  Geraden 

in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC. 

§.  82.     Die  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits. 
Um  noch  eine  Anwendung  des  letzten  Princips  zu  geben,  sei: 
(7)     cc'p  +  ß'q-\-y'r  =  {\ 

eine  zweite  Gerade,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  A", 
B",  C  treffe.  (In  Fig.  58,  auf  welche  wir  uns  noch  beziehen,  ha- 
ben wir  diese   Gerade  jedoch   nicht   gezeichnet.)     Wir  wollen   die 
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vierten  harmonischen  Punkte  zu  Ä",  A',  a  u.  s.  w.  bestimmen,  und 
annehmen,  dass  A',  a  conjugirt  seien.  Behalten  wir  die  Bezeich- 
nungen des  vorigen  l^aragraphen  bei  und  setzen  die  Numerirung 
der  Gleichungen  daher  auch  fort,  so  ist  die  Gleichung  von: 

Aa:     (2)ßq—yr  =  {)) 

^  -^V  (siehe  §.  81), 

AA':   {S)ßq+yr  =  {))   ^  ^       ^' 

AA":  {9)ß'q+y'r={). 

Setzt  man  ßq—  yr  =  t,  ßq-\-yr  =  u,  so  wird: 

t-\-u  _  u  —  t 

'^'"~Yß~'      ''~~27~' 

und  die  vorangehenden  Gleichungen  verwandeln  sich  in: 

Der  durch  A  gehende,  zu  AA"  conjugirte  Strahl  ist  demnach: 

oder : 

(ßq  -  yr){^  -  ^)  -  {ßq  +  yr)  (f  +  ^  =  0- 

Löst  man  die  Klammern  auf,  so  erhält  man  ß'yq  +  y'^ß'r  —  (), 
oder: 

(10)    -f^+-^  =  o- 

Nennen  wir  daher  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  a,  A',  A", 
der  zu  A"  conjugirt  ist,  a',  so  ist: 

ß'q       y\ 
d!  der  Durchschnitt  von  p  ==  D  und   -^  H r  ==  ^^ 

und  in  ähnlicher  Weise  ist: 

1  2 

y  r        et  "ü 

b'  der  Durchschnitt  von  q  =  i)  und  — -  -] —  =  0, 

^  y'  a' 

Die  drei  Punkte  a',  b',  &  hegen  demnach  in  der  Geraden: 
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(11)    4'.+  A^2V^ 

Die  Aussage  dieses  Satzes  lässt  sich  bei  einer  anderen  Auf- 
fassung der  Figur  sehr  vereinfachen.  Wir  haben  dieselbe  mit  Aus- 
lassung von  Aa,  Bh,  Cc  in  Fig.  59  wiederholt.  Weil  C,  A,  c,  B 
und  B',  A,  h,  C  harmonische  Punkte  sind,  so  werden  die  von  A'  aus 
nach  ihnen  gezogenen  Strahlen  harmonische  sein.  Drei  Paare  dieser 
Strahlen  fallen  aber  auf  einander  (z.  B.  A'B'  und  A'O)^  also  wer- 
den auch  A'c  imd  A'h  zusammenfallen;  d.  h.  A\  c,  b  hegen  in 
gerader  Linie.  Ebenso  ist  es  mit  B',  a,  c  und  C,  b,  a.  Zieht 
man  diese  Geraden,  so  erhält  man  ein  vollständiges  Vierseit,  in 
welchem  A'a,  B'b,  C'c  die  drei  Diagonalen  sind.  Die  obigen  Rech- 
nungen beweisen  demnach  den  Satz: 

Schneidet  man  die  drei  Diagonalen  eines  vollständi- 
gen Vierseits  durch  eine  Gerade  und  bestimmt  zu  je- 
dem Schnittpunkte  und  den  Endpunkten  der  Diago- 
nale —  diese  letzteren  als  conjugirtc  betrachtet  —  den 
vierten  harmonischen  Punkt,  so  liegen  die  drei  so  er- 
haltenen Punkte  in  einer  Geraden. 

Anm.     Es  sind  die  Gleichungen  von: 

A'A:    ßq-^yr  =  {\ 

A'B:    p  =  0, 

A'B':    ap  +  ßq-\-yr  =  0, 

also  die  Gleichung  des  dem  Strahl  A'B'  conjugirten  Strahles  A'cb: 

—  ap  +  ßq  +  yr={), 

ebenso  lassen  sich  die  Gleichungen  von  B'ac,  C'ba  bestimmen. 
Wählt  man  demnach  als  die  Gleichungen  der  Diagonalen 
eines  vollständigen  Vierseits: 

/?  =  (),     ^  =  0,     r  =  0, 

so  sind  die  Gleichungen  der  vier  Seiten: 

(12)  J-"^  +  /^^  +  ^^  =  ^^ 
c^p  —  ßq  +  rr=<), 
(^p-\-  ßq  —  yr  =  0. 


140  §§•  83,  84.     Neuntes  Kapitel. 

§.83.    Unendlich  entfernte  Punkte  und  Gerade.   Essei: 
(1)     p  =  Ix  -\-  m?/  -}-  w  —  0 
die  Gleichung  einer  Geraden;  schreibt  man  dieselbe: 

XX 

so  wird  sie  befriedigt  werden,  wenn: 

(2)    ^  =  0,         (2*)     ±  =  -1. 
^         X  X  m 

Die   Gleichung   (2)   ist   bei   einem   beliebigen   n   nur  möglich, 
wenn  x  unendlich  ist;  die  Gleichung  (2*)  zeigt,  dass  in  diesem  Falle 

/  V 

11  = X  es  auch  wird,  das  Verhältniss  dieser  Grössen  —    aber 

-^  m  X 

endhch  bleibt.  Ist  Lx-{'My-\-N=i)  die  Gleichung  einer  der  Linie  (1) 

parallelen  Geraden,  so  wird  (§.  19,  Form.  4)  —  =  ifJ  beide  Geraden 

.  vo       .  'mm 

haben  demnach  den  unendlich  entfej'nten  Punkt  (dessen  unendlich 

grosse  Goordinaten  w,  x  ein  endliches  Verhältniss  = = n- 

haben)  mit  einander  gemeinschaftlich. 
Es  seien: 

(3)     q  =  Vx  -1-  m'y  +  w'  ==  0,       (4)     r  :=  l"x  -|-  m"y  +  n"  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Geraden,  welche  mit  (1)  ein  Dreieck  bilden. 
Dann  kann  man  in  einem  gewissen  Sinne  behaupten,  dass  die  Glei- 
chung: 

(5)     {l'm"—  l"m')p  -f-  {l"m  —  Im")  q  +  {Im'-  l'm)r  =  0, 

durch  die  unendlich  entfernten  Punkte  sämmtlicher  Geraden  befrie- 
digt werde.     Denn  schreibt  man  dieselbe: 

(l'm"-  l"m')(l  +  m^  +  — )  f  {l"m  -  Im")  fl'+m'-^  +— ) 

\  X  X  ^  ^  X  X  ■^ 

-f  {M -  l'm)  fl" -f  m"-^  +  —)  =  0, 

\  X  X  -^ 

so  ist  erstens,  was  auch  —  sein  mag: 

X 
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(l'm"-  V'm!)  (l  +  m -^)  +  {V'm  -  Im!')  (/'  +  m'  -|-) 

+  {lm!~  Vm){l"-\- m"-^)  =.  0, 
wie  man  sicli  durch  Auflösung  der  Klaninierii  leicht  überzeugt;  und 
(/'m"  -  /"m' )  —  f  {rm  -  Im")  —  -[-  (/m'  -  /'m)  — 

^  iT  X  X 

wird  =0  für  a?  =  ex:.  Man  kann  (5)  deshalb  die  Gleichung 
der  unendlich  entfernten  Geraden  der  Ebene  nennen.  Be- 
nutzt man  dieselbe  statt  der  Gleichung  (7)  im  vorigen  Paragraphen, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (11)  desselben  in: 

a'  ß'  y' 

^^^      l'm"-l"m'  ^  ^  l"m-lm"  ^  "'"  Im'—l'm  ^  ^  ^' 

In  dieser  Geraden  (6)  liegen  denuiach  die  Punkte,  welche  je- 
desmal mit  den  Endpunkten  der  Diagonalen  A'a,  B'h,  C'c  (Fig.  59) 
und  den  unendlich  entfernten  Punkten  derselben  ein  System  von 
vier  harmonischen  Punkten  bilden.  Da  aber  zu  A',  a  und  dem  un- 
endlich entfernten  Punkte  von  A'a  die  Mitte  von  A'a  als  vierter  har- 
monischer Punkt  zugehört,  so  lautet  dieser  specielle  Fall  des  Lehr- 
satzes im  vorhergehenden  Paragraphen: 

Die  Mitten    der    drei   Diagonalen    eines    vollständigen 
Vierseits  liegen  in  einer  Geraden. 

§.  84.  Anderer  Beweis  des  letzten  Satzes.  Da  die 
Gränzbetrachtungen,  mit  Hilfe  deren  man  den  Entwickelungen  des 
vorigen  Paragraphen  die  Präcision  und  Strenge  geben  kann,  welche 
bei  der  gewählten  Darstellung  ihnen  fehlen,  uns  zu  weit  führen 
würden,  so  wollen  wir  den  directen  Beweis  des  zuletzt  gegebenen 
Satzes  als  letzte  Anwendung  der  in  diesem  Abschnitte  auseinander- 
gesetzten Principien  mittheilen. 

Wir  beziehen  uns  dabei  auf  die  Rechnungen  in  §.  82  und 
auf  Fig.  59.     Es  seien: 

(1)  Gleichung  von  BC:    p  =  Ix  -\-  my  -\-  n  =0, 

(2)  -  -     CA:    q=  l'x  +  m'ij  +  ii'  =^  0, 

(3)  -  '     AB:    rr=  l"x  \  m"ij  -f  n"  =  0, 
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(4)  Gleichung  von  A'C:       ap-\-  ßq~{-yr  =  0, 

(5)  -  -     A'b:    -ap-tßq  +  r==0, 

(6)  -  -     B'a:        ap-ßq+rr  =  {), 

(7)  -  -     Ca:         ap  +  ßq  —  'yr  =  0. 

(8)  -  -     A'A:        ßq-{-yr  =  {), 

(9)  -  -     aA:         ßq  —  yr  =  {). 

Die  Gleichung  einer  Parallelen  mit  BC  durch  A  ist: 

A  (l'x  +  m'y  +  n')  +  iii  {V'x  +  m"y  -f  n")  ^Xq  +  ^ir  =  0, 
wo: 


oder: 


woraus 


l  {Vm  —  //«')  4-  ^i  {l"m  -  Im")  =  0, 
X         Vm  —  /m" 


fx  Im' —  l'm 

Also  wird  die  Gleichung  der  Parallelen : 

(10)     {l"m  -  Im")  q  +  {Im'—  l'm)  r  =  0. 

Sucht  man  zu  (8),  (9)  und  (10)  den  vierten  harmonischen 
Strahl,  so  schneidet  er  p  =  0  in  der  Mitte  von  Aa. 

Vergleicht  man  die  zu  Anfange  des  §.  82  angestellten  Piccli- 
nungen  mit  der  gegenwärtigen  Entwickelung,  so  sieht  man,  die 
Mitte  von  A'a  ist  der  Durchschnitt  von: 

p  —  o     und:     -j;;— ^ — r-7rq  +  -T-, — Tf — r  —  i), 
^  l"m—lm"^        Im'— l'm 

und  ähnlich  die  Mitte  von  B'b  ist  der  Durchschnitt  von: 
,^0     und:       ;,„//.,„    H-T^zi^/P^O, 

und  die  Mitte  von  C'c  ist  der  Durchschnitt  von: 

a'  ß" 

r  =  0     und:     -r—j, — jn-jp  +  Tt r~i7  ^  ^  ^' 

l'm"—  Vm'  l"m-lm" 
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Die  drei  Mitten  liegen  demnach  in  der  Geraden: 

welche  Gleichung  mit  (6)   im   vorigen  Paragraphen  übereinstimmt. 
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Allgemeine  Eigenschaften  der  Kegelschnitte.     Combi- 
nation eines  Kegelschnittes  und  geradliniger 
Transversalen. 

§.  85.    Ideale  Secante.    Reelle  und  imaginäre  Schnitt- 
punkte.    Wenn  die  Gerade: 

(1)     ax-{ßy  +  y=0 

die  Curve  zweiter  Ordnung: 

U  =  ax''+  2bxy  -\-  ci/+2dx  +  2ey-\-f=0, 

w^elche  wir  in  der  Folge  der  Kürze  halber  stets  mil  U  bezeichnen 
werden,  nicht  triift,  so  haben  die  quadratischen  Gleichungen,  welche 
die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  geben,  imaginäre  Wurzein; 
d.  h.  diese  Coordinaten  stellen  sich  unter  der  Form  dar: 

(2)     ^^'  =^+  ^i  1^—  ^'       Vi  =  '^  -i-  ''*i  1' — 1' 
(x,,  =  l-l^  j/Zn^       ?/,  =  m  —  m,  ]/^ 

wo  /,  /,,  m,  wi,  reelle  Grössen  bedeuten,  welche  aus  den  Coeffi- 
cienten  in  U  und  (1)  zusammengesetzt  shid.  Man  nennt  in  diesem 
Falle  die  Gerade  eine  ideale  Secante,  die  Punkte  (x^,  ?/,),  (x.^^  i/J 
imaginäre  Durch  Schnitts  punkte.  Die  Gleichung  erster  Ord- 
nung, welche  sich  (§.  18,  Form.  3)  als  die  Gleichung  der  Vei'bin- 
dungshnie  der  Punkte  x^,  //,   und  x^,  y^  ergeben  hat: 

yix^-x,)-x(y—y.^)^y^x,-y,^x,  =  0 

wird  durch  Einsetzen  der  Werthe  von  x\^  y^  und  a^j,  y.^  aus  den 
Gleichungen  (2): 

yl^  —  xm^  +  lm^  —  l^m  —  0, 

also  reell,  und  kann  von  ax-\-  ßy-\-y  =  0  sich  natürlicli  nur  durch 
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einen  constanten  Factor  unterscheiden.  Aber  auch  die  Verbin- 
dungen x^  +  x.^,  x^x^,  2/i  +  «/2'  */i2/2  werden  reell,  nämhch: 

(3)     j  ^'  +  ^^  "^  ^^'        ^'^^  ^  ^'+  ^« ' 
*  2/,  +  l/i  =  2m,      2/,^,  =  wr+  m] . 

Erinnert  man  sich  der  Bedeutung  von    ^'  ^  ^'^  ,  ?Llt-^,   so 

muss  man  sagen,  die  Mitte  der  Durchschnittspunkte  einer 
idealen  See  ante  ist  reell.  Das  Paradoxe,  von  einer  wirklich  vor- 
handenen Mitte  zweier  nicht  existirenden  Punkte  zu  sprechen,  ver- 
schwindet, wenn  man  sagt:  auf  jedej'  Geraden  (1)  lässt  sich  ein  reellei' 

Punkt  P  oder  (^    '  "T"    -  ,        ~l^     J  bestimmen,    dessen  Coordinaten 

von  den  Constanten  in  (1)  und  U  abhängen,  und  welcher  für  den 
Fall,  dass  (1)  die  Curve  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  die 
Mitte  derselben  ist.  Ist  z.  B.  U  ein  Kreis,  so  ergiebt  sich  für  P 
der  Fusspunkt  des  vom  Centi'um  auf  (1)  gefällten  Lothes,  P  ist 
also  stets  ein  reeller  Punkt;  er  wird  die  Mitte  der  Sehne,  wenn 
(1)  den  Kreis  schneidet.  Für  einen  beliebigen  Kegelschnitt  wird 
P  der  Durchschnitt  von  (1)  und  des  der  Richtung  dieser  Geraden 
conjugirten  Durchmessers  (§.  61). 

Ist  {x,  y)  ein  reeller  Punkt  Q  in  der  Geraden  (1),  und  sind 
(o-p  ?/,),  (ic.^,  y.^)  die  Durchschnitte  derselben  mit  U,  so  kann  man 
den  vierten  harmonischen  Punkt  R  oder  {x^,  y^)^  der  zu  Q  con- 
jugirt  sein  soll,  durch  die  Bemerkung  finden,  dass  die  Projectionen 
dieser  Punkte  auf  beide  Axen  ebenfalls  harmonische  Punkte  sii)d; 
man  hat  also  (§.  74,  Form.  2): 


x^x,         x,-x,    ^ 
X  —  X,         x^  —  x^ 

y-ys  1  yz-yi  ^^^ 
y-y-i     y,-yz 

voraus : 

2x^x,-x(x,~Yx,) 
^'-^         x^-\-x,-'lx        ' 

..  _  ^y^yz-yiy^-i-y-z) 
^^        y.  +  y.+^y 

Da  aber  x^  -{-  x.^ ,  x^  x.^ ,  y^  -\-  y.^ ,  y,  y.^  reelle  Grössen  sind, 
selbst  wenn  (1)  eine  ideale  Secante  ist,  so  ist  auch  (073,  yj  ein 
stets  reeller  Punkt;  man  kann  also  den  vierten  harmonischen  Punkt 
B  zu  drei  anderen  Q,  A,  B  finden,  wenn  die  beiden  conjugii'ten 
A,  B  die  imaginären  Durchschnitte  einer  idealen  Secante  mit  U 
sind;  B  ])leibl  reell,  wenn  sein   coiijugirtej'  Punkt  Q  es  ist.    Anders 
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ausgedrückt:  nimmt  man  auf  einer  Geraden  (1)  einen  Punkt  Q  an, 
so  lässt  sich  ein  zweiter  reeller  Punkt  R  derselben  bestimmen, 
dessen  Coordinaten  durch  die  von  Q  und  die  Coefficienten  in  (1) 
und  U  ausgedrückt  sind,  so  dass,  wenn  (1)  und  U  zwei  Durch- 
schnittspunkte haben,  diese  letzteren  mit  Q  und  R  vier  harmonische 
Punkte  bilden. 

Anm.  Wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen,  so  wird 
jede  Grösse,  in  welcher  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  von  (1) 
und  U  rational   und  symmetrisch   eingehen,   reell   bleiben,    selbst 

wenn  (1)   eine   ideale   Secante   ist.     Denn   da   y^  — -^x^ ^ 

a  ly 

und  2/2  "^ 3" ^2 — 'öl  so  muss  sich  nach  bekannten  algebrai- 
schen Sätzen  jede  rationale  und  symmetrische  Function  der  Coor- 
dinaten (iT,,  ?/,),  (ojg,  2/2)  durch  x^^x.^,  x^x^  rational  ausdrücken 
lassen. 

§.  86.  Winkel  mit  paarweise  parallelen  Schenkeln 
von  einem  Kegelschnitt  durchschnitten.  Um  die  Durch- 
schnitte der  Curve  U  und  der  ic-Axe  zu  finden,  setzen  wir  t/  =  0, 
wodurch    U  in    aa?'  -\-  2dx  +  f=0    übergeht.      Sind    a?, ,  x^    die 

f 
Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung,  so  ist  x^  x.^  =  —-    Ebenso 

a 

findet  man,  wenn  y^  und  y^  die  Ordinaten  der  Punkte  bedeuten, 
in  welchen  die  Curve  die  2/-Axe  trifft,  diese  Grössen  als  Wurzeln 

der  quadratischen  Gleichung  ci/'+2ei/  +  /"==  0,   also   y^y^  =  J-; 

hieraus  ergiebt  sich: 

a?,         c 


(1) 


Denken  wir  uns  die  Curve  U  auf  ein  neues  paralleles  Coor- 
dinatensysteni  (x',  y')  bezogen,  so  ändert  sich  zwar  die  Glei- 
chung der  Curve,  ihre  ersten  Gheder  werden  aber  wiederum 
ax''^-\-2bx'y'+cy"  (§.63).  Bezeichnet  man  also  wie  oben  durch 
^I^  ^l^  y\>  vi  die  Abscissen  und  Ordinaten  der  Punkte,  in  wel- 
chen die  Curve  die  neuen  Axen  trifft,    so  hat  man 

y\y\ 

woraus: 

Jo  acliimslhal  Elemente.     2.  AiUl.  JQ 
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(2)      ^'^2 


2/.  2/2      y\y2 

Diese  Formel  enthält  den  Satz: 

Schneidet  der  eine  Schenkel   eines  Winkels  0  (Fig.  60) 
einen  Kegelschnitt  in  A   und  B,   der  andere  Schenkel 

in    C   und   D,    so   ist    das  Verhältniss  für  alle 

Winkel  mit  parallelen  Schenkeln  constant,  d.  h.  es  ist: 
OA'OB  _  O'A'O'B' 
^  ^     OC'OD  "O'O'O'D'  ' 

Die  Gleichung  (2)  enthält  gleichzeitig  eine  Bedingung  über  die 
Lage  der  acht  Durchschnitte  A,  B,  .  .  C,  D'  in  Bezug  auf  die 
Scheitelpunkte  0,  0'.  Die  beiden  Seiten  der  Gleichung  müssen 
nämhch  auch  dem  Zeichen  nach  übereinstimmen,  und  ein  Product 
wie  x^x.^  ist  positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Anfangspunkt  0 
ausserhalb  oder  innerhalb  der  Durchschnittspunkte  liegt;  wir  über- 
gehen jedoch  die  Aufstellung  dieser  Bedingung  und  wenden  uns 
zu  einigen  Anwendungen  des  Satzes. 

Ist  0'  Mittelpunkt  der  Curve,  also  O'A'  =  O'B'  =^  u,  O'C 
=  O'D'  =  V,  so  hat  man : 

OA'OB  _  u^ 
^^      OC'OD  ~  v'  ' 

d.h.  die  Producte  der  Entfernungen  des  Scheitelpunktes 
eines  Winkels  von  den  Durchschnittspunkten  der  Schen- 
kel mit  der  Curve  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der 
Halbmesser,  die  den  Schenkeln  parallel  sind. 

Fallen  A  und  B^  so  wie  C  und  D  zusammen,  d.  h.  sind  OAB 

OA^  ^2  Qj^  ^ 

und  OCD  Tangenten,  so  hat  man  ^^j  =  -y,  oder  -^-^  =  — ,  also 

die  von  einem  Punkte  0  an  eine  Ellipse  gelegten  Tan- 
genten verhalten  sich  wie  die  parallelen  Halbmesser. 

Ist  in  (4)  u  =  v,  d.  h.  (§.  34,  Anm.)  sind  die  Halbmesser 
u  und  V),  also  auch  die  parallelen  Schenkel  OA,  OC  gegen  die 
Axen  gleich  geneigt,  so  wird  OAOB  =z  OCOD  (Fig.  61);  dies  ist 
aber  die  Bedingung,  damit  A,  B,  C,  D  in  einem  Kreise  hegen, 
also:  sind  zwei  sich  schneidende  Sehnen  einer  Ellipse 
gegen  die  Axen  gleich  geneigt,  so  liegen  ihre  Endpunkte 
in  einem  Kreise.    Wie  wir  später  sehen  werden  (§.  100),  schnei- 
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den  sich  ein  Kreis  und  eine  Ellipse  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten ; 
man  hat  daher  auch  den  umgekehrten  Satz,  dass  die  Sehnen,  welche 
solche  vier  Punkte  verbinden,  gegen  die  Axen  gleich  geneigt  sind. 

§.  87.     Besondere  Fälle.     Man   kann   sich  die  Frage  vor- 
legen, welche  Form  die  Gleichung: 

OAOB        u' 


(1) 


OC'OD        V 


annimmt,  wenn  0  auf  dem  Kegelschnitt  selbst  liegt,  wodurch  OA  =  0, 
OC—0  wird.     Zieht  man  (Fig.  60)  die  Linie  AC,  so  ist: 

OA  __  sin  FCD  OB  sin  FCD  _  v^ 

^^^     OC  ~  sinGAB'     ''^^'''      ^"^  ^      OD  sinGAB  ~  ^^  ' 

Nähert  sich  0  der  Curve,  so  wird  AC  Tangente,  und  man  hat  also 
dann  in  Bezug  auf  Fig.  62  die  Gleichung: 

OB   sin  FOD  __  n^ 

^^^      OD   sin  GOB  ""  v'  ' 

wo  u  und  V  den  Sehnen  OB  und  OD  parallel  sind.    Schreibt  man 
statt  dieser  Gleichung: 

u' sin  GOB       v' sin  FOD 


(4) 


OB  OD 


so  sind  die  Grössen,  welche  sich  auf  die  Sehnen  OB  und  OD  be- 
ziehen, von  einander  getrennt.  Um  den  in  (4)  enthaltenen  Satz  be- 
quem aussprechen  zu  können,  wollen  wir  OD  der  grossen  Axe  2a 
einer  Ellipse,  auf  deren  Untersuchung  wir  uns  gegenwärtig  be- 
schränken, parallel  annehmen,   also  v  =  a.     Ist  die  Gleichung  der 

2  2 

Curve   wie   gewöhnlich    —2-4"  71 ^  ==^5   und   sind   ic^ ,    y^    die 

et         0 

Coordinaten  von  0,  so  hat  man  nach  unserer  Annahme  OD  =  2a?,, 

und  die  Tangente  in  0  schneidet  von  der  ic-Axe  das  Stück  O'G  =  — 

x^ 

ab.     Nun  ist,  weil  OD  und  O'G  parallel  sind,   W.  FOD  =  FGO', 

also  die  rechte  Seite  in  (1): 

_  a-HmFGO'        GO'  p 

WO  p  das  vom  Mittelpunkte  0'  auf  die  Tangente  in  0  gefällte  Loth 
bedeutet.     Dadurch  verwandelt  sich  (4)  in: 

10  * 
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u^inGOB        P  ,      .         u'  WB 

OB      -  =  Y^     ''''''  '^''     y  =  -^i^GÖB' 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Radius  Oo  eines 
Kreises,  der  die  Ellipse  in  0  berührt,  also  GF  zur  Tangente  hat, 
und  durch  B  geht,  wie  man  leicht  aus  der  Figur  ersehen  wird, 
wo  die  Construction  des  Mittelpunktes  o  ausgeführt  ist.  Hieraus 
folgt: 

Der  Radius  eines  Kreises,  welcher  die  Ellipse  in  0  be- 

rührt  und  in  B  schneidet,  ist  gleich  — ,  wo  u  den  der 

Sehne  OB  parallelen  Halbmesser  und  p  das  vom  Mit- 
telpunkte der  Ellipse  auf  die  Tangente  in  0  gefällte 
Loth  bedeutet. 

§.  88.  Fortsetzung.  So  wie  in  der  Relation  (§.  86,  Form.  3) 
Segmente  verschwinden  können,  so  können  dieselben  auch  unendlich 
gross  werden.  Es  seien  AB,  A'B'  zwei  parallele  Sehnen  eines  Ke- 
gelschnittes, die  von  einer  dritten  CD  resp.  in  0  und  0'  ge- 
schnitten werden;  dann  ist: 

OAOB  __  O'A'O'B'  OA'OB    O'A'O'B'  ^  Qn.n'n 

OC'OD  ~   O'C'O'D  '  '       OC     '      O'C  '       ' 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  oder  Hyperbel,  so  kann  man 
die  Sehne  CD  so  um  C  drehen,  dass  D  sich  immer  mehr  von  C 
entfernt.  Für  den  Fall  der  Parabel  wird  endlich  CD  der  Axe,  und 
für  den  Fall  der  Hyperbel  (Fig.  63)  einer  der  beiden  Asymptoten 
parallel  werden,  und  weil  OD  ==  0'D±00',  jenachdem  0  ausser- 

OD       ,  ,  00' 

halb  oder   innerhalb   O'D  liegt,  so  geht  ^y^=l±-^,     wenn 

OD  immer  grösser  Avird,  endlich  in  Eins  über,  d.  h. : 

Zieht   man    durch   einen  Punkt    C  einer  Parabel  (oder 
Hyperbel)  eine  Parallele  zur  Axe  der  Parabel  (oder  zu 
einer  Asymptote  der  Hyperbel)  und  schneidet  dieselbe 
zwei  parallele  Sehnen  AB,  A'B'  in  0  und  0',  so  ist: 
OA'OB        O'A'O'B'  OAOB    ^  OC 

OC      ~       Ö^C"'  O'A'O'B'        O'C 

Wir  übergehen  alle  Folgerungen  aus  dieser  Gleichung  bis  auf 
eine.    Denkt  man  sich  im  Falle  der  Hyperbel  die  Transversale  COO' 
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durch  parallele  Verschiebung  der  Asymptote  immer  näher  rückend, 

OC 

so  entfernt  sich  C  immer  weiter  von  0  und  0',  -jy^  wird   eben- 
falls endlich  =  1,  und  man  hat  den  Satz: 

Schneiden  zwei  parallele  Hyperbelsehnen,  AB,  A'B', 
eine  Asymptote  in  o  und  o',  so  ist  Ao-Bo  =  A'o''B'o'. 

§.  89.  Die  Gleichung  u^  —  2Xv  +  l\  =  0;  System 
zweier  Tangenten.  Wir  kommen  auf  einfache  Weise  zu  neuen 
Sätzen  über  die  Durchschnitte  eines  Kegelschnittes  und  einer  Trans- 
versalen, indem  wir  die  Gleichung  derselben  unter  einer  anderen 
Form  darstellen  (§.  69).  Es  seien  (x^^  ?/,),  (072,  y.2)  zwei  Punkte 
A  und  C:  dann  sind  die  Goordinaten  eines  jeden  Punktes  B  der 
Geraden  AC  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

^^^     ^-     1-A     '      y-     l-l    '     ^-'CB' 

Setzen  wir  diese  Werthe  in: 

U=ax'+  2hxy  +  C!/'+  2dx  +2ey  +  f=0 

ein,  so  erhalten  wir,  nachdem  wir  die  Gleichung  mit  (1— A)^  multi- 
phcirt  haben: 

a{x^~Xx^y+2b(x^  —  lx^)(y^  —  Xy^)  +  c{y^~-Xy,y 
-\-2d(x-lx,)(l-k)  +  2e(y-Xy,)il-^)^f(\-ir  =  0, 

oder,  wenn  wir  nach  X  ordnen: 

ax'^  +  2hx,  y,  +  cy]  +  2dx,  +  2ey,  +  f 

—  2l\ax,x^-\-h{x,y^-\-  x^y,)  +  cy,y^+  d{x,  -\-x^)  +  e{y,  -\-y,)  +  f] 

+  r-  (axl  +  2bx,y,  +  cyl  +  2dx,  +  2ey,  +  /")  =  0. 

Schreiben  wir  der  Kürze  wegen: 


i,  =  ax]  +  2hx,  y,  +  cy]  +  "^dx,  +  2ey,  +  f, 

h  =  «^2  +  "^^^tVz + cyl  4-  ^dx^ + 2e?/,  -1-  /; 


V   =ax,x^  +  b(x,y,  +  x,y^)  +  cy^y,+  d(x^-{-x,)+e{y,  +  y,)+f, 
=  X,  {ax,  +  by,  +  d)  +  y^  {bx^  +  cy,  +  e)  +  dx^  -f  ey^  +  f, 
=  ^2  («^1  +  by^  -i-d)+  y,  {bx^  +  cy^  +  e)  +  dx,  +  ey,  +  /; 

so  verwandelt  sich  die  vorhergehende  Gleichung  in: 
(2)     M,  — 2At?  +  AX  =0. 
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Man  erhält  hieraus  zwei  Werthe  für  A,  welche  in  (1)  einge- 
setzt die  Coordinaten  der  Durchschnitte  der  Curve  U  und  der 
Transversalen  AC  ergeben.  Liegt  der  Punkt  A  auf  der  Curve  selbst, 
so  wird  u^  =  0 ,    und    (2)    verwandelt  sich  in  —  2Aü  + 1\  =  0, 

oder  in  X(Xu^—2v)  —  0;  hieraus  ergiebt  sich  X  =  0  und  1  = 

AB 

Der  erste  Werth  bezieht  sich  auf  den  Punkt  A,  weil  -^— -  =  0  ist, 

ßC 

wenn  A  und  B  zusammenfallen,  der  zweite  auf  den  zweiten  Durch- 
schnittspunkt. Soll  derselbe  mit  dem  ersten  zusammenfallen,  d.  h. 
soll  die  Gerade  AC  Tangente  werden,  so  muss  auch  v  =  0  sein, 
und  umgekehrt,  jeder  Punkt,  welcher  der  Gleichung  v  =  0  genügt, 
liegt  auf  der  Tangente  am  Punkte  (x^,  ?/,),  d.  h.: 

die  Gleichung  der  Tangente  am  Punkte  (x^,  ?/,)  des  Ke- 
gelschnittes U  ist: 

(3)     x{ax^^bij^-\-d)  +  y{bx^-{-cy,  +  e)  +  dx^  +  ey^-i-f=0. 

Ist  (x^,  2/i)  kein  Punkt  der  Curve  selbst,  so  wird  die  durch 
(^21  Vz)  gehende  Transversale  eine  Tangente,  wenn  die  Gleichung 
(2)  gleiche  Wurzeln  hat,  d.  h.  wenn: 

(4)     u^u^ — ??'  =  0 

ist,  und  umgekehrt,  jeder  Punkt  (x^,  z/J,  welcher  der  Gleichung  (4) 
genügt,  hegt  auf  einer  der  von  (x^,  ?/,)  an  U  gezogenen  Tangen- 
ten, d.  h.  schreibt  man  in  u^  und  v  statt  x^  und  y^  bezüglich  x 
und  y,  so  ist  die  Gleichung  des  Systems  der  von  (x^,  ?/,)  an  U 
gezogenen  Tangenten: 

(5)     iax'+2bxy-}-cy'+2dx  +  2ey  +  nx 
(ax',  -f-  2^2/,  +  cy]  +  2dx,  +  2ey,  +f) 
-  {x(ax,  +  %,  -{-d)  +  y  (bx,  +  cy,  +  e)  +  dx,  +  ey,  -\-f\'  =  0. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  muss  sich  in  Factoren  des  ersten 
Grades  in  Beziehung  auf  x  und  y  zerfallen  lassen  (vgl.  §.  101),  die 
einzeln  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichungen  der  Tangenten  geben. 
Lassen  sich  vom  Punkte  (x^,  ?/,)  keine  Tangenten  an  die  Curve 
ziehen,  so  werden  jene  Factoren  imaginär,  und  man  kann  in  die- 
sem Falle  von  zwei  idealen,  durch  {x^,  y^)  gehenden  Tangenten 
sprechen. 
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Will  man  die  Berühruiigspimkte  finden,  so  muss  die  Gleichung 
(5)  mit  der  Gleichung  der  Curve  U  verbunden  werden.  Dadurch 
verwandelt  sich  (5)  in: 

(6)     X  {ax,  +  hy,  +  d)  -f  y  {bx,  +  cy,  +  e)  +  dx,  +  e?/,  +  /"  ==  0. 

Man  kann  also  zur  Bestimmung  der  Berührungspunkte  die  Glei- 
chung f/ statt  mit  (5)  auch  mit  (6)  verbinden;  und  weil  diese  Gleichung 
nur  auf  den  ersten  Grad  steigt,  so  ist  sie  die  Gleichung  einer  Geraden, 
welche  durch  die  Berührungspunkte  geht,  oder  sie  ist  die  Gleichung 
der  Berührungssehne.  Ist  (a?,,  ?/i)  ein  Punkt  der  Curve,  so  fällt 
die  Berührungssehne  mit  der  Tangente  zusammen  (man  vgl.  Glei- 
chung (3)).  Schneidet  (6)  die  Curve  nicht,  so  sind  die  beiden  Be- 
rührungspunkte ideal,  die  sie  verbindende  Gerade  bleibt  jedoch  reell. 
Wir  werden  weiter  unten  (§.  92)  eine  andere  Bedeutung  der  Glei- 
chung (6)  kennen  lernen. 

§.  90.  System  der  Asymptoten.  Confocale  Kegel- 
schnitte. Wir  wollen  einige  Anwendungen  der  vorhergehenden 
Formeln  angeben.  Hat  U  einen  Mittelpunkt,  so  erfüllen  dessen 
Coordinaten  die  Gleichungen  (§.  63,  Form.  3) : 

aa;i  +  %,  +  £/  =  0,       hx^  +  cy^-\-e  =^  0, 

und  es  wird  in  Folge  derselben: 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (§.  89,  Form.  5)  ein  und  erwägt,  dass : 

ax]  +  2bx,y,  +  cy^  +  2dx,  +  2ey,  +  f 
=  x,(ax^  +  by^  +  d)-\-y^{bx^-\-cy^  +  e)  +  dx^  +  ey^-\-f, 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  der  vom  Mittelpunkte  an  die  Curve 
gezogenen  Tangenten  in: 

(ax'^2bxy  +  cy^+2dx  +  2ey  +  fy-^^-^^^^^ 


nt  —  " 

ac 

ae^4-  cd'^ —  2bed 


oder  wenn  man  mit  tö-  dividirt  und  für  f ry  schreibt 

ac—b  '       ac  —  b 


ac  —  b' 


schhesslich  in: 


(1)     ax+2bxy  +  cy'+2dx-^2ey+     -^c—b' "" 
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Man  überzeugt  sich  leicht  (§.  62),  dass  die  linke  Seite  in  zwei 
Factoren  ersten  Grades  zerlegbar  ist,  welche,  wenn  ac  —  b^  ne- 
gativ, also  im  Fall  der  Hyperbel,  reell  sind.  Um  kurz  zu  sein, 
die  Gleichung  (1)  stellt,  wenn  ac  —  b^  negativ  ist,  das 
System  der  Asymptoten  dar. 

Ist  —Y-\--^  —  l  =  0  die  Gleichung  einer  Ellipse,   so  ist  das 

System  der  von  {x^^  ?/,)  an  dieselbe  gelegten  Tangenten: 

oder,  wenn  man  nach  x  und  y  ordnet  und  mit  p^q"^  multiplicirt: 
(3)     x\y]-q')  -  2xyx^y,-i-y\x'^  -f)  -f  ^xx^q'^  2yy^p' 

Die  Halbirungslinien  der  von  den  Tangenten  gebildeten  Winkel 
haben  eine  Neigung  gegen  die  rr-Axe,  welche  durch  (§.  64,  Form.  6) 
gegeben  ist,  wenn  man  dort  ^  =  90"  setzt,  woraus: 

tang  2a  = , 

c  —  a 

wo  im  gegenwärtigen  Falle: 

«  =  «/?  — ^'.     ö=— ^.2/n     c=:x]-p'' 
ist.     Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  erhält  man: 


tang  2a  = 


(p'-q") 


X  H 

Legt  man  von  (oJj,  ?/,)  an  eine  zweite  Ellipse  — ^-4"-^^ —  1  =0 

Tangenten,  so  wird  die  Neigung  der  Halbirungslinien  des  Tangen- 
tenwinkels durch  dieselbe  Formel  gegeben  werden,  in  welcher  nur 
p]—q]  statt  p'^—q''  steht.  Ist  p^—q]  =  jo''— 9^  so  haben  beide 
Tangentenwinkel  dieselben  Halbirungslinien.  Nun  bedeutet  ]//?^ —  q^ 
die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte;  beide  Curven  haben 
demnach  dieselben  Brennpunkte  oder  sind  confocal;  wir  haben 
also  den  Satz: 

Legt  man   von   einem    Punkte   an   zwei    um    dieselben 
Brennpunkte  beschriebene  Ellipsen  Tangenten,  so  ha- 
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ben   die  Winkel  beider  Paare    dieselben   Halbirungs- 
linien. 

Setzt  man  p^—  q^  =  e^,  so  ist  die  Gleichung  aller  confocalen 
Ellipsen : 


9'+«'    '    '/ 


Hier  bedeutet  2q  die  kleine  Axe,  2}^q^-{-e^  die  grosse  Axe 
der  Curve;  nimmt  man  q  immer  kleiner  an,  während  e  constant 
bleibt,  so  nähert  sich  die  Ellipse  immer  mehr  der  von  den  Brenn- 
punkten begränzlen  Strecke  der  grossen  Axe,  und  diese  Strecke 
selbst  ist  als  eine  Ellipse  mit  verschwindend  kleiner  Axe  anzusehen. 
Als  die  von  (ic,,  y^)  an  diese  Gränzcurve  des  Systems  gezogenen 
Tangenten  muss  man  die  den  Punkt  (ic,,  y^)  mit  den  Brennpunkten 
verbindenden  Geraden  betrachten.  In  der  That,  setzt  man  in  (3) 
q  =  0,  p  =  e,  so  erhält  man : 

xY-2xyx^y,  +  yH^]-e')  +  2yy,e'-y]e'  =  0, 
oder: 

(4)     {xy,-y{x^-e)—y,e)'{xy,  —  y(x^  +  e)  +  y^e)  =  0. 

Die  beiden  Factoren,  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  ergeben  aber 
die  durch  (x^^  ?/,)  und  die  Brennpunkte  {e,  0),  (— e,  0)  gezogenen 
Geraden.  Als  einen  speciellen  Fall  des  vorigen  Satzes  kann  man 
daher  den  folgenden  betrachten,  welcher  sich  auch  direct  aus  (4) 
erweisen  lässt: 

Legt  man  von  einem  Punkte  *  an  eine  Ellipse  zwei 
Tangenten  ih,  ik,  und  verbindet  denselben  ausserdem 
mit  den  Brennpunkten  f,  /*,,  so  haben  die  beiden  Win- 
kel hik  und  fif^  dieselben  Halbirungslinien,  oder  mit 
anderen  Worten:  der  Winkel  zwischen  hi  und  if  ist 
dem  Winkel  zwischen  ki  und  if^   gleich  (Fig.  64). 

Um  den  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  zwei  vom  Punkte 
(ajj,  «/,)  an  eine  Ellipse  gezogene  Tangenten  bilden,  brauchen  wir 
nur  Folgendes  zu  erwägen:  Sind  die  Gleichungen  der  Tangenten: 

(5)     y  —  lx  —  m  =  0,       y~  l'x  —  m'  =  0, 

so  muss  das  Product  derselben  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit 
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der  Gleichung  (3)  übereinstimmen;  derselbe  kann  nur  der  Coeffi- 
cient  von  i/  in  (3)  sein,  nämlich  (x]—p'),  also  ist: 

(x]  —  p^)  (y  —  lx  —  m)  (y  —  l'x  —  m') 


woraus  durch  Vergleichung    der  Coefficienten  von  o;^  und  xy  auf 
beiden  Seiten: 

(x]-f)ll'  =  y\-q'     und:     {x] -p')(l+ l')  =  2y,x,. 

Nun  ist  der  ^Yinkel  w  zwischen  den  beiden  Geraden  (5)  durch 
die  Formel  gegeben  (§.  22,   1): 

/-/'         ,    {(/+/')'-4//'(^ 
tang..  =  ^^-^=:±— ^-^^^ ' 

also  in  unserem  Falle: 

,  \ix]-pr     x]-p'  ) 

tang2(?  =  4--A_J — ^-^— r 4 — 

,  ,  y\-q 


^       2\xU'+y',p'-pYr^ 
-      ^'i+y]-(p"+q') 

Ist  x]-{-y]  =zp^-[-q^^  d.  h.  liegt  {x^,  ?/,)  auf  dem  Kreise, 
der  mit  dem  Radius  Vp^-j-^^  um  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  ge- 
zogen ist,  so  wird  tangw  unendlich,  also  stehen  dann  die  beiden 
an  die  Gurve  gezogenen  Tangenten  auf  einander  senkrecht. 

§.  91.  Der  Garnotsche  Satz.  Bezeichnen  wir  die  Goor- 
dinaten  von  A  mit  (x^,  ?/,),  die  von  B  mit  (a;^,  y^)  und  sind  y,  f 
die  Durchschnitte  der  Geraden  AB  mit  dem  Kegelschnitte: 


U  =  ax'+  2bxy  +  cy''+  2dx  +  2ey  +  f=0; 

nennen  wir  ferner,  wie  in  §.  89,  u^  den  Ausdruck  ax]  +2bx^  ?/,  -j [-/*, 

Mj    den    ähnlichen    Ausdruck    axl  +  ^bx^y^-] \-f  u.  s.  w.,   so 

sind  -=r^,  -f^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (§.  89,  2): 
By      Bf 

(1)   M,— 2üA-)-w,r  =  0, 

wo   V)    dieselbe  Bedeutung    hat  wie   am  angeführten  Orte.     Es  ist 
also: 
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Ar   Ay  _  u, 

^  ^      By'  Bf        u,  ' 

Ist  C  ein  dritter  Punkt  (x^,  y^),  und  trifft  BC  die  Curve  in 
of,  a!  und  AC  in  ß,  ß,  so  hat  man  ähnlich  wie  in  (2): 

Ba     Ba'  _  u^ 

^    ^     ^   Cß_    Cß'  _  u, 
Aß  '  Aß'  ~~  u,  ' 

wo  Mg  in  derselben  Weise  aus  x^^  z/g,  wie  u^  aus  a?j,  ?/, ,  zusammen- 
gesetzt ist;  multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  erhält  man: 

n^     ^r    ^/    Jg^    ^^^    Cß   Cß'  ^ 

^^      By  '  By'  '  Ca  '  Ca'  '  Aß  '  Aß' 

Dieser  Satz  enthält  eine  Relation  zwischen  den  Segmenten, 
welche  die  Durchschnittspunkte  eines  Kegelschnittes  mit 
den  Seiten  eines  Dreiecks  auf  letzteren  bestimmen.  Wenn 
man  nachgewiesen  hat  (siehe  weiter  unten  §.  98),  dass  schon  fünf 
Punkte  einen  Kegelschnitt  bestimmen,  so  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  umgekehrt  sechs  Punkte  a,  a',  ß,  ß',  y,  y',  welche  der  Glei- 
chung (3)  genügen,  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Wenn  man  in  (3)  den  Punkt  C  des  Dreiecks  ABC  sich  ins 
Unendliche  entfernen  lässt,  so  nähert  sich  das  Verhältniss  Cß-Cß' 
zu  Ca-Ca!  der  Einheit,  und  man  erhält,  wenn  ^C  und  BC  end- 
lich parallel  geworden  sind : 

AyAy'  __  ByBy' 

Aß'Aß'  ~  Ba-Ba'' 

Dies  ist  ein  besonderer  Fall  des  Satzes  §.  86.  Andere  spe- 
cielle  Fälle,  die  sich  aus  (3)  ableiten  lassen,  wenn  von  den  Durch- 
schnittspunkten a,  a',  u.  s.  w.  einige  zusammenfallen  oder  ins  Un- 
endliche rücken,  übergehen  wir. 

Die  Gleichung  (3)  lässt  sich  noch  auf  jedes  geschlossene 
Vieleck  verallgemeinern.  Es  seien  z.  B.  A,  B,  C,  D,  E  fünf 
Punkte,  welche  durch  die  Geraden  AB,  BC,  CD,  DE,  EA  ver- 
bunden sind,  also  die  Ecken  eines  Fünfecks  im  allgemeineren  Sinne. 
Sind  (ajj,  y^),  {x^,  y^)^  ..  (a;^,  y^)  die  Goordinaten  dieser  Punkte, 
Mj,  Mg, . .  M5  die  diesen  Punkten  bezüglich  zugehörigen,  dem  Früheren 
entsprechend  gebildeten  Ausdrücke,  a,  a';  ß,  ß';  ..  e,  e'  die 
Durchschnittspunkte  der  Gurve  mit  AB,  BC,  ..  EA,  so  hat  man: 
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AaAa'        ?/,         BßBß'        u^ 

CyCy 
Dy-D/  ~ 

«^a 

BaBa'  ~  «/      Cß-Cß'  ~"  u^' 
DSDS'        u,        EeEe' 
EÖ'Ed'  ~  u^  '      As^Ae' 

«*4 

woraus  durch  Multiplication : 

Aa'Aa'Bß'Bß'CrCf'Dd'Dd'Ee'Ee'  __ 
^  ^      BaBa'-CßCß'Dr'D/'EÖ'EÖ'Ae^ÄV  ~  ^' 

Die  in  (3)  und  (4)  enthaltenen  Sätze  rühren  von  Carnot  her. 

§.  92.  Polare  eines  Punktes.  Behalten  wir  die  Bezeich- 
nungen der  vorhergehenden  Paragraphen  bei,  sind  also  A  und  B 
die  Punkte  {x^,  ?/,),  (x^,  ^J,  y  und  /  die  Durchschnitte  von  AB 

Ay       Ay' 
mit  der  Gurve   (Fig.  65),   also  -^,    -^-y  die  Wurzeln   der  Glei- 
chung : 

so  werden  die  Punkte  A,  B;  y,  y'  zwei  Paar  conjugirter  harmoni- 

Ay       Ay' 
scher  Punkte  sein,   wenn  -j^  -|-  -^^  =  0  (§.  74,  Note).     Nun  ist 

Joy        Jt>y 

aber  die  Summe  der  Wurzeln  der  vorliegenden  quadratischen  Glei- 

v>  Ay       Ay' 

chung  gleich  2  — ,  also  wird  -—--{--ttt  =  0  sein,   wenn  i)  =  0 
u^  By       By' 

ist;  mit  anderen  Worten:  die  Punkte  (x^,  ?/,),  (x^,  y^)  und  die  Durch- 
schnittspunkte der  durch  sie  gelegten  Geraden  mit  der  Gurve  U  =  0 
sind  vier  harmonische  Punkte,  wenn: 

x^  {ax^  +  by,  +  d)-\-y^  {hx,  +  cy,  +  e)-{- dx,-\- ey^+f  =  id 

ist,  und  umgekehrt,  d.  h.  legt  man  durch  {x,,  y,)  oder  ^4  eine 
Schaar  Transversalen  und  bestimmt  auf  jeder  derselben 
zu  den  beiden  Durchschnittspunkten  mit  der  Gurve  und  A 
den  vierten,  dem  Punkte  A  conjugirten  harmonischen 
Punkt  {x,  y),  so  genügen  alle  diese  Punkte  der  Gleichung: 

(1)     x(ax,  +  by,  +  d)  +  y  {bx,  +  cy,  +  e)  +  dx,  +  ey,-\-f=0, 

oder  liegen  auf  einer  Geraden  L,  und  umgekehrt,  jeder 
Punkt  dieser  Geraden  ist  vierter  harmonischer  zu  ^  und 
den  beiden  Punkten  der  Gurve,  die  mit  ihm  und  A  in 
einer  Geraden  liegen. 
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Man  nennt  diese  Gerade  die  Polare  des  Punktes  {x^^  !/,) 
oder  A  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  A  den  Pol  der  Ge- 
raden (1)*).  Da  die  Gleichung  der  Berührungssehne  und  der 
Tangente  (§.  89)  mit  (1)  genau  übereinstimmt,  so  folgt  daraus,  dass 
für  einen  äusseren  Punkt,  von  dem  aus  Tangenten  an  die  Curve 
möglich  sind,  die  Polare  zugleich  Berührungssehne  ist,  und  dass 
für  einen  Punkt  der  Curve  selbst  die  Tangente  als  Polare  zu  be- 
trachten ist.  Die  Punkte  der  Curve  haben  übrigens  allein  die 
Eigenschaft,  dass  sie  auf  ihren  Polaren  hegen;  soll  dies  nämhch  der 
Fall  sein,  so  müssen  die  Coordinaten  a?,  und  y^  statt  x  und  y  in 
die  Gleichung  (1)  gesetzt,  dieselbe  erfüllen,  dadurch  ergiebt  sich: 

ax]  +  2bx,y,  -}-  cy]  +  ^dx,  +  2ey,  +  f=0, 

d.  h.  der  Punkt  {x^,  «/,)  liegt  auf  der  Curve  U  selbst. 

Als  specielle  Fälle  sind  folgende  zu  bemerken.  Denkt  man 
sich  durch  den  Anfangspunkt  eine  Gerade  gezogen: 

(2)     my—lx  =  0, 

auf  welcher  der  Punkt  (x^ ,  y^ )  liegt,  so  ist  natürlich  my^  —  Ix^  =  0, 

y  l 

oder  -^  =  —    Dividirt  man  die  Gleichung  der  Polaren  (1)  durch 

X.  TU 

X    und  schreibt  statt  —  seinen  Werth,  so  erhält  man: 

X, 


(3)     x{a  +  h±  +  ±)-^y(h  + 


l    .     e 

c 

m       X,  y        \  m       x. 


7n       X, 


*)  Wenn  der  Kegelschnitt  in  ein  System  zweier  geraden  Linien  dege- 
nerirt  (§.  66),  so  kann  man  mit  Rücksicht  auf  §.  76,  Satz  L,  nach  welchem 
ein  harmonisches  Strahlenbüschel  durch  jede  Transversale  in  vier  harmo- 
nischen Punkten  durchschnitten  wird,  wenn  man  sich  vorstellt,  dass  die 
Transversale  sich  um  einen  beliebigen  festen  Punkt  eines  dieser  Strahlen 
dreht,  den  conjugirten  harmonischen  Strahl  ansehen  als  Ort  der  conjugirten 
harmonischen  Punkte  in  Beziehung  auf  die  Schnittpunkte  mit  dem  zweiten 
Strahlenpaar,  also  als  die  Polare  des  festen  Punktes  in  Beziehung  auf  den 
durch  dieses  Strahlenpaar  dargestellten  Kegelschnitt.  Es  gehen  demnach 
die  Polaren  aller  Punkte  in  Beziehung  auf  ein  System  zweier  geraden  Li- 
nien als  Kegelschnitt  durch  den  Schnittpunkt  derselben ,  und  man  kann 
diesen  Punkt  als  Pol  irgend  einer  dritten  geraden  Linie  auffassen,         H, 
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Je  weiter  sich  der  Punkt  (x^ ,  y^ )  auf  der  Geraden  (2)  entfernt, 
desto  kleinere  Winkel  werden  die  durch  ihn  gezogenen  Strahlen 
mit  dieser  Geraden  bilden,  bis  sie  endlich  als  der  Linie  (2)  parallel 
anzusehen  sind.  Da  nun  als  vierter  harmonischer  Punkt  zu  den  zwei 
Durchschnitten  und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  die  Mitte  der 
beiden  Durchschnitte  anzusehen  ist,  so  hat  man  hieraus  den  Satz: 

Der  Ort    der    Mitten    paralleler    Sehnen    eines    Kegel- 
schnittes ist  eine  Gerade. 

Man  erhält  die  Gleichung  derselben  aus  (3),  wenn  man  x^  un- 
endlich annimmt;  sind  demnach  die  Sehnen  der  Geraden: 

my  —Ix  =  0 

parallel,  so  liegen  ihre  Mitten  in  der  Geraden: 

x(a  +  b'—)i-y(b-\-c-—)  +  d  +  e—  =  0, 
\  my      ^\  my  m 

oder : 

(4)     miax-{-by  +  d)  +  l{bx  +  cy  +  e)  =  0. 

Bekannthch  heisst  diese  Gerade  ein  Durchmesser  der  Curve; 
aus  der  Form  der  Gleichung  (4)  ist  ersichtlich,  dass  alle  Durch- 
messer durch  den  Durchschnitt  von: 


(5)     j 


ax-{-by-\-d  =  0, 
bx -{- cy -\- e  =  0 


gehen.     Der  Punkt,   in   welchem  die  Durchmesser  sich  schneiden, 

ist   der  Mittelpunkt   der   Gurve   (§.  63).     Wenn   -j- =  —   oder 

ac  —  b'^  =  0  (also  im  Allgemeinen  im  Falle  der  Pai'abel),  so  sind 
die  Geraden  (5)  parallel;  man  findet  alsdann,  wie  schon  früher  ge- 
zeigt, dass  alle  übrigen  Durchmesser  den  Linien  (5)  ebenfalls  par- 
allel sind. 

Anm.  1.  Wollte  man  einen  directen  Beweis  dafür,  dass  die 
Mitten  paralleler  Sehnen  in  einer  Geraden  liegen,  so  würde  der- 
selbe so  geführt  werden  können:     Jede  Gerade,   welche   (2)   oder 

/  / 

2/  =  — X  parallel  ist,  hat  eine  Gleichung  von  der  Form  y  —  —  ^+*- 

m  "«■ 

Die  Abscissen  x^,  x^  ihrer  Durchschnitte  mit  dem  Kegelschnitt: 
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ax'+  2bxy  +  cy'+  2dx  +  2ey  +  f=0 
ergeben  sich  als  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

ax''4-2bx( — x4-6)4-c( — x-\-€) 
+  2dx  +  ie(-^x  +  e)  +  t=0, 


m 
oder: 


x'(a  +  2b-L  +  c-^)  +  2x(be  +  c€—  +  d  +  e—) 

also  nach  einigen  Reductionen: 

^  €  (bm  4-  cl)  4-  md  -\-  el 
'  '     '  am^-{-2blm{-cP 

Sind  X  und  y  die  Goordinaten  der  Mitte  der  beiden  Durch- 
schnittspunkte, so  müssen  sie  die  Gleichung  der  Geraden  befriedi- 
gen, auf  welcher  die  Durchschnittspunkte  liegen,  also: 


und  ausserdem  muss  sein: 

*  (bm  -\-  cl)  +  md  -f-  el 

""  am'-\-2blm-\-cf 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  e,  so  erhält  man : 

{am'^-\-  2blm  -f-  cP)  x^miy  — | —  xj  {bm  -f-  cl)  +  m  {md  +  el)  =  0, 

eine  Gleichung,  die  nach  einer  einfachen  Reduction  auf  (4)  zurück- 
kommt. 

Anm.  2.     In  Bezug  auf  die  Ellipse  oder  Hyperbel: 

2  2 

p         p'—e^ 
wird  die  Gleichung  der  Polaren  des  Punktes  (x',  y'): 

^^'  I     yy' 

p  p  — e' 

dieselbe  bestimmt   auf  den  Axen   die  Stücke  -^,     ^ •;    für 

X'  y' 
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den  Mittelpunkt  a?'  =  0,  y'  =  0  werden  dieselben  unendlich  gross; 
also  ist  die  Polare  des  Mittelpunktes  unendlich  entfernt.    Für  einen 

Brennpunkt  ist  y'  =  0,    x'  =  e,    also   x  =  -^—    die  Gleichung   der 

ß 

Polaren,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die  zu  jenem  Brennpunkte 

gehörende  Directrix  (§.  49). 

§.  93.     Pol  einer  Geraden.     Umgekehrt  lässt  sich  zu  jeder 
Geraden : 

(1)     lx  +  my  +  n  =  0 

ein  Punkt  A  finden,  welcher  der  Pol  derselben  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ist.  Vergleicht  man  die  Gleichung  (1)  mit  der  Glei- 
chung (1)  des  §.  92,  so  sieht  man,  dass  es  darauf  ankommt,  zwei 
Grössen  a?, ,  y^  so  zu  bestimmen,  dass  die  Grössen  /,  m,  n  den 
Ausdrücken: 

a^i  +  by,  +  d,     bx,  +  cy^  +  e,     dx^-\-ey^  +  f, 

nicht  gleich,  aber  proportional  werden,  d.  h.  es  muss: 

l  m  n 


ax,-\-by^-\-d        bx^-\-cy^-]-e         dx^-\-ey,-\- f 

sein.  Um  aus  dieser  Doppelgleichung  a?,,  ?/,  zu  finden,  sei  X  der 
Werth  der  drei  gleichen  Brüche,  also  /  =  H(lx^-\-by^-\-d)  u.  s.  w. 
oder: 

//   =  a'lx^-\^-b^ky^-\-d^l, 

(2)     Im  =  b'lx^-\-C'ly^-{-e'X, 

\  n  =^  d'lx^-\-e'ly^-\-f'X, 


woraus: 


wo: 


Ix,  =^[licf-e')  +m(ed-fb)+n{be  -cd)], 

(3)     (%.  =-  ^Uied-  fb)  +m{af  -  d')  +n{bd-  ae)l 

A  =  —[libe  —  cd)-\-m{bd  —  ae)-[-n(ac  —  b'^)'}, 


J  =  acf-  ae'-  cd'-  fb'-\-  2bde, 
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und: 


(4) 


_  Ijcf  —  e')  -f-  m  (ed  —  fb)-\-n  {he  —  cd) 

'  ~~  l{be  —  cd)  -j-  WZ  {bd  —  ae)  -\-n  (ac  ~  W) 

_  Ijed  —  fb)  -^m{af  —  d')  -^n{bd  —  ae) 

^'  ~  l{be~cd) '{-m{bd  —  ae)-\-n{ac  —  b'') 


Ist  J  von  Null  verschieden,  —  ein  Fall,  den  wir  hier,  um 
nicht  zu  weitläufig  zu  wei'den,  ausschliesshch  betrachten  wollen, 
—  also  U  =  0  nicht  in  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegbar,  son- 
dern die  Gleichung  einer  (reellen  oder  imaginären)  Gurve  des  zweiten 
Grades,  so  sind  die  in  (3)  gefundenen  Werthe  von  Xx^,  %,  und 
A  endlich.  Die  Werthe  von  x^,  ?/,  selbst  werden  aber  unendlich, 
wenn: 

l{be  —  cd)  -{-  m  (bd  —  ae)-\-n  (ac  —  b')=^0 

ist.     Da    aber    für    den    Fall,    dass    ac  — &^^0,    —- =z  ^ 

ac—b 

rr  =  t]   die  Coordinaten   des  Mittelpunktes   der  Gurve   sind, 

ac—b 

so  drückt  die  vorhergehende  Gleichung  oder  l^-[-mfj  -{- n  =  0  aus, 
dass  die  Gerade  Ix  -{- my  -\- n  =  0  durch  den  Mittelpunkt  der  Gurve 
geht.  Jede  Gerade  hat  also  in  Bezug  auf  eine  Gurve  zweiter 
Ordnung  einen  Pol,  der  ins  Unendliche  fällt,  wenn  die 
Gerade  durch  den  Mittelpunkt  geht.  Für  den  Fall  der 
Parabel,  oder  ac  — 6^  =  0,  ergiebt  sich  ein  unendlich  ent- 
fernter Pol,  wenn  die  Gerade  der  Axe  parallel  ist. 

Die  oben  ausgeführten  Rechnungen  ergeben  auch  die  Be- 
dingungsgleichung, welche  erfüllt  sein  muss,  damit 
Ix -\- my -{- n  =  0  eine  Tangente  der  Gurve  f/ =  0  sei.  Offen- 
bar müssen  dann  die  durch  die  Gleichungen  (4)  dargestellten  Goor- 
dinaten  des  Pols  dieser  Geraden  der  Gleichung: 

ax]  +  2bx,y,  +  cy]  +  2dx,  +  2ey,  +  f=0, 

oder: 

x^  (ax,  +  by,  +  d)+y^  (bx,  +  c?/,  ■i-e)  +  dx,  +  ey,+f  =^  0 

genügen.     Diese  Gleichung  verwandelt  sich  nach  (2)  in: 

l     ,        m   .    n 

a?,  -j-  + «/,  y  +  -y-  =  0,     oder :     Ix, -\-my,-\-n  =  0, 

d.  h.    der  Pol    der  Geraden   muss   in  dieser  selbst  liegen. 

J  0  a  c  li  i  ni  s  1 1)  a  I  Elemente.    2 .  Aull.  J  [ 


162  §.  94.     Zehntes  Kapitel. 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  aus  (4)  und  schafft 
den  Nenner  fort,  so  ergiebt  sich: 

(5)     r  (cf-  e'O  +  m'  (af-  d')  +  n'  {ac  -  h') 

+  2mn  ibd  -  ae)  +  lln  {he  —  cd)  +  2lm  {ed  -  fb)  =  0. 

Umgekehrt  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  jede  Gerade 
Ix -\- my -\- n  =  0 ,  für  welche  die  Constanten  l,  m,  n  der  vorher- 
gehenden Gleichung  genügen,  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  ist, 
weil  ihr  durch  (4)  bestimmter  Pol  in  der  Geraden  selbst  liegt. 

§.  94.  Polaren  verschiedener  Punkte  einer  Geraden. 
Der  Umstand,  dass  in  der  Gleichung  der  Polaren  des  Punktes  A 
oder  {x'f  y'): 

(1)     xiax'~{~by'  +  d)  +  y{bx'-\-  cy'-i- e)  -\-  dx'-{-  ey'+  f  =  0, 
oder,  wenn  man  die  Glieder  nach  x'  und  y'  ordnet: 

x'  (ax  -\- by  -\-  d) -\- y'  {bx  -}-  cy  +  ß)  +  c?^?  -}-  ^2/  "f"  /"  —  ^' 
die  laufenden  Coordinaten  x,  y  und  die   des  Punktes   x',  y'  ver- 
tauscht werden  können,  ohne  dass  die  Gleichung  selbst  sich  ändert, 
führt  zu  einer  Picihe  sehr  merkwürdiger  Sätze. 

Es  sei  (x"j  y")  ein  zweiter  Punkt  B,  dessen  Polare  also: 

(2)     x{ax"-\-by"+  d)  +  y{bx'^^  cy"-\-  e)  +  dx'^-\-  ey''-\-f=  0; 

hegt  B  auf  der  Polaren  von  A,  so  muss  zu  Folge  (1)  sein: 

x"  {ax'  +  by'  -^d)  +  y"  {bx'  +  cy'  +e)-\-dx'^ey'+f  =  0, 

welche  Gleichung  auch: 

x'(ax"-i-  by"+  d)  +  y'  {bx"-\-cy'^-\-  e)  +  dx"+  ey"^  f=0 

geschrieben  werden  kann;  dies  ist  aber  gleichzeitig  die  Bedingung 
dafür,  dass  {x',  y')  auf  der  Polaren  von  {x",  y")  liegt,  d.  h. : 

I.  Liegt  ein  Punkt  B  auf  der  Polaren  eines  anderen 
Punktes  A,  so  liegt  auch  A  auf  der  Polaren  von  B. 

Denkt  man  sich  eine  behebige  Gerade  G  und  ihren  Pol  A,  so 
liegt  also  irgend  ein  Punkt  B  dieser  Geraden  auf  der  Polaren  von 
A,  und  die  Polare  von  B  muss  durch  A  gehen;  also: 

II.  Die  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  G  schnei- 
den sich  in  einem  einzigen  Punkte  A,  dem  Pole  dieser 
Geraden.     (Vergl.  §§.  39  und  53.) 
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Sind  (x'j  !/'),  (x",  y")  zwei  Punkte  B,  B',  so  sind  die  Coor- 
dinaten  irgend  eines  dritten  Punktes  B",    der   mit  ihnen   in   einer 

Geraden    liegt,    -— r— ,    -^- f-,    wo  A  =  ^77^-    Die  Polare 

1  /  1  —  A  u    IJ 

von  B"  ist: 

oder,  wenn  der  Nenner  1  —  l  fortgeschafft  und  geordnet  wird: 

(3)     xiax'  +by'  +d)  +  y{bx'  +cy'  -}-e)  +  dx'  +  ey'  +f 
-k{x{ax''-\-by"+d)-i~yibx''+cy"-]-e)i-dx"+ey"-{-f}  =  0. 

Nennen  wir  die  Gleichungen  der  Polaren  von  (x',  y')  und  {x"j  y")^ 
nämlich  die  Gleichungen  (1)  und  (2),  der  Kürze  halber  p'  =  0  und 

p"  =  0,   so  ist  demnach   die  Polare  von   (— j— ,    -^- ^J 

gleich  p' — Ip"  z=  0;  sie  geht  also  durch  den  Durchschnitt  der  beiden 
ersten.  Für  irgend  einen  vierten  Punkt  B'"  mit  den  Coordinaten 
^x'—jA,x'^^     y'^-^iy"  ^  .^^  ^.^  p^j^^^,^  pf-fip"  =  0.     Nach  §.  75 

ist  nunmehr  1.^=  >9,>^,  •  01,,  oi  •>  wenn  ß,  ß,  ß",  ß'"  die  Durch- 
schnitte irgend  einer  Geraden  mit  den  Geraden  p'  =  0 ,  p"  =  0, 
p'—lp"  =  0,  p'~fip"  =  0  bedeuten;  wir  können  also  den 
Satz  II.  vervollständigen  und  sagen: 

m.  Sind  B,  B',  B",  B'"  Punkte  einer  Geraden  G,  so 
gehen  ihre  Polaren  durch  einen  und  denselben  Punkt 
A  (den  Pol  dieser  Geraden),  und  treffen  jede  Transver- 
sale in  Punkten  ß,  ß,  ß",  ß",  so  dass: 

B"B     B"'B  _  ß'ß     ß"'ß 
B"B' '  W'W  ~'Wß'''  ß"'ß  ' 

Sind  demnach  B,  B',  B",  B'"  vier  harmonische  Punkte,  so 
bilden    ihre  Polaren    ein   harmonisches  StrahlenbUschel, 

11  * 
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§.  95.  Pole  verschiedener  durch  einen  Punkt  gehen- 
den Geraden,  \yenn  man  in  den  Ausdrücken  für  die  Coordinaten 
des  zu  der  geraden  Linie: 

p  =:  lx-{-  my  -}-  ?^  =  0 

in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  U  gehörigen  Pols  (§.  93,  Form.  4) 
der  Kürze  wegen  statt  der  Zähler  und  des  Nenners  bezüglich  die 
Buchstaben  L,  M  und  N  einführt,  so  dass  also : 

iL==   l{cf  —  e')-]-m(ed-fb)+n{be-cd), 

(1)     \M  =  miaf-d')-{-  n{bd-ae)-\-  l{ed—fb), 

^  N  =  n  {ac  —  6')  +    l{be  —  cd)  -j-  m  (bd  —  ae\ 

so  werden  die  Coordinaten  des  Pols  der  Linie  jo  =  0: 

L  M 

(2)     ^.  =]v'       ^^^IV' 

ebenso  gehört  zu  einer  zweiten  geraden  Linie: 
als  Pol  der  Punkt,  dessen  Coordinaten: 

(^)      ^a  -  jY^   ^         y^-   N,' 

wo  Lp  M^,  iV,  bezüglich  die  Werthe  bedeuten  von  L,  M,  N,  wenn 
man  in  ihren  Ausdrücken  (1)  l,  m,  n  der  Picihe  nach  durch  /, ,  m^^  w, 
ersetzt. 

Nun  ist: 

im  Besonderen  also  sind  beide  Seiten  dieser  Gleichung  gleichzeitig 
Null,  d.  h.  wenn  der  Pol  von  p  auf  der  Geraden  p^  hegt,  so  hegt 
auch  der  Pol  von  Pj   auf  der  Geraden  p,  und  umgekehrt,  also: 

L  Geht  eine  gerade  Linie  G  durch  den  Pol  einer 
anderen  geraden  Linie  G^^  so  geht  auch  G^  durch  den 
Pol  von  G. 

Es  sei  jetzt  durch  den  Durchschnitt  von  p  und  p^  beliebig  die 
gerade  Linie: 

p.^  =  p~kp^  =  (l  —  Xl^) X  -{-  (m  —  lm^)y  -}-  n  —  kn^  ==  0 
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gezogen,  so  ergeben  sich  die  Werthe  der  Coordinaten  des  Pols  (x^,  y^) 
derselben  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  U  aus  den  Gleichungen 
(2),  indem  man  in  den  Ausdrücken  für  L,  M,  N  (1)  die  Coeffi- 
cienten  l,  m,  n  bezüghch  durch  /  —  A/j,  m  —  Am^  n  —  A/^, ,  d.h. 
diese  Grössen  selbst  durch  L  —  IL^,  M—IM^,  1^—lN^  ersetzt, 
also : 

L  -AL,  M-IM, 

(4)     a?3  -  -   - 


wenn  man  in  diesen  Ausdrücken  von  x^  und  y^  Zähler  und  Nenner 
durch  N  dividirt  und  kurz: 

.,  _  ^N^  __l{n^(ac  —  b'')  +  l^{be-~cd)-i-mXbd  —  ae)\ 

^^^        ~lV~'    ■    ■""       n (ac -^VR  {be  —  crf)+  ^^  (bd  —  ae) 

setzt,  so  werden  dieselben : 


(6)         ^3 


1-A'     '       ^'  1- 


welche  Gleichungen  zeigen  (§.  69),  dass  {x.^^  y.^),  der  Pol  von  p^^ 
auf  derselben  geraden  Linie  liegt  mit  den  Punkten  (a?, ,  y^)  und 
(^2'  2/2)'  tl.  h.  den  Polen  von  p  und  Pj,  also: 

II.  Die  Pole  aller  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehenden  Geraden  liegen  auf  einer  geraden  Linie. 

Anm.  Wenn  der  Coefficient  A  immer  kleiner  wird,  d.  h.  die 
Gerade  p^^  sich  um  den  Durchschnitt  von  p  und  p^  drehend,  un- 
abhängig von  dem  Sinne  der  Drehung,  der  Linie  p  immer  näher 
kommt,  so  nähert  sich  auch  der  Pol  (rCj,  y.^),  weil  A'  zugleich  mit 
A  abnimmt,  immer  mehr  dem  Punkte  (a?j,  1/,),  und  umgekehrt, 
wenn  von  drei  auf  einer  geraden  Linie  liegenden  Punkten  zwei  un- 
endlich nahe  beisammen  liegen,  so  unterscheiden  sich  von  ihren 
drei  Polaren  die  den  beiden  letzteren  zugehörigen  uncndhch  wenig 
in  ihrer  Richtung. 

Nimmt  man  eine  vierte  Gerade  durch  den  Durchschnitt  von  p 
und  jOj   an,  nänüich: 

so  wird  der  Pol  derselben: 

_  x,-^i'x,  _  y,-^t%  _  j^ 

^4-     i_^,,    ,       y.-     i„^,,    ,  wo^  _     ^    , 
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und  es  ergiebl  sich: 

^  —  E. 
also: 

III.     Wenn /5,  ß*,  ß",  /?"' die  Durchschnittspunkte  sind 
einer  Transversalen  mit  vier  durch  einen  und  denselben 
Punkt  A   gehenden  Geraden,   so   liegen    die  Pole   dieser 
Geraden,  nämlich  B,  B',  B",  B'",  auf  einer  geraden  Linie 
(der  Polaren  des  Punktes  A),  und  es  ist: 
B"B     B'"B  _  ß'ß  ^  ß"'ß 
B"B'  •  B"'B'  ~  ß"ß  '  ß'"ß^ ' 
Bilden    demnach    Aß,    Aß',    Aß',    Aß"    ein  harmonisches 
Strahlenbüschel,    so    sind    ihre    Pole    vier    harmonische 
Punkte. 

§.  96.  Theorie  der  reciproken  Polaren.  Anwendung 
auf  die  Kegelschnitte.  Wenn  man  zu  jedem  Punkte  die  zuge- 
hörige Polare  und  zu  jeder  Geraden  den  zugehörigen  Pol  construirt, 
so  kann  man  mit  Rücksicht  auf  die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen 
entwickelten  gegenseitigen  Beziehungen  von  Pol  und  Polare  eines 
Kegelschnitts  zu  einem  beliebig  gegebenen  System  von  Punkten  P 
und  Geraden  G  ein  zweites  System  von  Geraden  G'  und  Punkten 
P'  herstellen,  so  dass  jeden  drei  oder  mehreren  Punkten  P,  welche 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  in  gleicher  Anzahl  Geraden  G'  ent- 
sprechen, welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  (§.  94,  IL), 
und  umgekehrt  jeden  drei  oder  mehreren  Geraden  G,  welche  sich 
in  demselben  Punkte  durchschneiden,  in  gleicher  Anzahl  Punkte 
F,  welche  derselben  geraden  Linie  angehören  (§.  95,  IL). 

Man  nennt  von  zwei  solchen  zusammengehörigen  Systemen  das 
eine  das  reciproke  polare  System  des  anderen  und  die  Theorie, 
vermöge  deren  man  gewisse,  und  zwar  vorzugsweise  Situations- 
eigenschaften, des  einen  Systems  in  bestimmten  Modificationen 
auf  das  andere  übertragen  kann,  die  Theorie  der  reciproken 
Polaren. 

Das  erste  System  sei  eine  beliebige  geradlinige  Figur  F,  so  ist 
die  reciproke  polare  Figur  F'  eine  geradlinige  Figur  von  gleichviel 
Ecken  und  Seiten,  weil  jeder  Ecke  oder  Seite  der  einen  eine  Seite 
oder  Ecke  der  anderen  entspricht  Als  einfaches  Beispiel  zweier 
solchen  reciproken  polaren  Figuren  können  etwa  ein  einem  Kegel- 
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schnitte  umschriebenes  Vieleck  V  und  dasjenige  eingeschriebene  Viel- 
eck F'  dienen,  dessen  auf  einander  folgende  Ecken  die  Berührungs- 
punkte der  aufeinander  folgenden  Seiten  des  ersteren  sind;  denn  nach 
§.  92  ist  jede  Berührungssehne  (Seite  von  V)  die  Polare  des  Durch- 
schnittspunktes der  zugehörigen  Tangenten  (Ecke  von  V)  und  der 
Berührungspunkt  (Ecke  von  V)  jeder  Tangente  (Seite  von  V)  als 
deren  Pol  anzusehen. 

Werden  die  geradlinigen  Bestandtheile  des  Umfanges  L  der 
ersten  Figur  F  immer  zahlreicher  und  kürzer,  so  dass  L  mehr  und 
mehr  in  einen  continuirlichen,  krummlinigen  Zug,  auf  welchen  Fall 
wir  uns  hier  beschränken,  übergeht,  so  nähern  sich  auch  noth- 
wendig  die  Eckpunkte  der  Figur  F'  immer  mehr;  denn  weil  jede 
gerade  Linie  a  durch  irgend  zwei  auf  einander  folgende  geradli- 
nige Elemente  ß  und  ß^  von  L  in  Punkten  durchschnitten  wird, 
welche  immer  näher  zusammenrücken,  so  findet  (§.  95,  Anm.  zu  II.) 
dasselbe  für  die  geraden  Linien  B  und  5,  statt,  welche  von  dem 
Pole  der  Geraden  a  aus  durch  die  Pole  von  ß  und  ß^  gezogen 
werden,  d.  h.  es  rücken  auch  die  Eckpunkte  von  F',  —  ausser  die- 
selben fallen  ins  Unendhche,  —  einander  fortdauernd  näher. 

Geht  endhch  der  Umfang  der  einen  Figur  vollständig  in  ihren 
Gränzfall,  eine  krumme  Linie  C,  über,  so  wird  auch  der  Umfang 
der  zweiten  Figur  eine  Curve  C,  und  zwar  entspricht  jedem  Punkte 
der  einen  eine  Tangente  der  zweiten  und  umgekehrt.  Während 
man  aber  die  eine  dieser  beiden  CiuTcn  definiren  kann  als  erzeugt 
durch  die  Bewegung  eines  Punktes,  welchei*  fortwährend  seine  Rich- 
tung verändert,  so  hat  man  die  andere  zu  betrachten  als  abgegränzt 
durch  die  Drehung  einer  geraden  Linie  (einer  Tangente),  welche 
fortdauernd  ihren  Drehungsmittelpunkt  verändert.  Diese  Erzeugungs- 
weise krummer  Linien  durch  die  Bewegung  einer  Tangente  ist  in 
der  allgemeinen  Theorie  der  Gurven  von  derselben  Bedeutung  als 
die  Entstehung  dieser  Linien  durch  die  Bewegung  eines  Punktes. 

Aus  der  gegenseitigen  Beziehung  zweier  reciproken  polaren 
Gurven  geht  hervor,  dass  die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte,  welche 
eine  behebige  Transversale  G  mit  der  einen  ergiebt,  im  Allge- 
meinen gleich  ist  der  Anzahl  der  Tangenten,  welche  man  von  einem 
Punkte  P  (dem  Pol  von  G)  an  die  zweite  legen  kann,  und  um- 
gekehrt. Wenn  also  die  eine  Gurve  ein  Kegelschnitt  ist,  d.  h. 
wenn  sich  an  dieselbe  (§.  89)  von  jedem  Punkte  aus  zwei  reelle 
oder  ideale  Tangenten  legen  lassen,  so  ergiebt  die  reciproke  polare 
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Ciirve  mit  jeder  Transversale  zwei  reelle  oder  imaginäre  Durch- 
schnittspimkte,  d.  h.  diese  Curve  ist  vom  zweiten  Grade,  also  eben- 
falls ein  Kegelschnitt. 

Es  sei  K  der  Kegelschnitt,  in  Beziehung  auf  welchen  zu  einem 
zweiten  Kegelschnitt  C  die  reciproke  polare  Curve  O  gesucht  wird, 
so  ergiebt  sich,  wenn  wir  den  Fall,  wo  der  Hilfskegelschnitt  K 
eine  Parabel  ist,  der  Kürze  wegen  ausschliessen ,  weil  nach  §.  93 
zu  jeder  durch  den  Mittelpunkt  von  K  gelegten  Geraden  der  Pol 
im  Unendhchen  liegt,  dass,  jenachdem  sich  von  diesem  Mittelpunkte 
aus  zwei  reelle,  zwei  ideale  (d.  h.  keine)  oder  zwei  zusammen- 
fallende, d.  h.  eine  einzige,  Tangenten  an  C  legen  lassen,  von  dem 
Kegelschnitt  O  in  zwei  verschiedenen  Richtungen,  in  keiner  oder 
in  einer  einzigen  Richtung  ein  Punkt  im  Unendhchen  hegt;  also: 

Jenachdem  der  Mittelpunkt  des  Hilfskegelschnitts  K 
ausserhalb,  innerhalb,  oder  auf  dem  Kegelschnitt  C 
liegt,  ist  der  Polarkegelschnitt  C  eine  Hyperbel,  eine 
Ellipse  oder  eine  Parabel. 

Anm.  Zu  beachten  ist  noch,  dass  die  Berührungspunkte  der 
gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegelschnitte  C  und  K  auf  K  zu- 
gleich Punkte  von  C  sind,  woraus  sich  ergiebt,  dass  C"  den  Kegel- 
schnitt K  in  vier,  oder  in  zwei  Punkten,  oder  gar  nicht  durchschneidet, 
jenachdem  die  Kegelschnitt«  C  und  K  vier,  oder  zwei,  oder  gar 
keine  gemeinschafthchen  Tangenten  haben;  fallen  von  den  gemein- 
schaftlichen Tangenten  zwei  zusammen,  so  fallen  von  den  Schnitt- 
punkten von  K  und  O  zwei  als  unendlich  nahe  liegend  (§.  95, 
Anm.  zu  II.)  zusammen,  d.  h.  auch  die  beiden  Kegelschnitte  K  und 
C  haben  eine  Tangente  gemeinschaftlich. 

§.  97.  Beispiel  zweier  Kreise.  Die  analytische  Lösung 
der  allgemeinen  Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitt 
C  in  Beziehung  auf  einen  zweiten  gegebenen  Hilfs- 
kegelschnitt K  den  Polarkegelschnitt  C  zu  finden, 
wenn  man  den  ersteren  als  Gränzcurve  seiner  Tangenten,  den 
letzteren  also  als  Ort  seiner  Punkte  betrachtet,  bietet  mit  Rücksicht 
auf  die  bereits  dargestellten  Gleichungen  (§.  93,  Form.  4  und  5), 
welche  dabei  in  Anwendung  kommen,  abgesehen  von  der  weit- 
läufigen Rechnung,  keine  besondere  Schwierigkeit  dar.  Wenn  man 
eine  beliebige  gerade  Linie: 
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(1)  Ix -{- my -{- n  =  0 

als  Tangente  um  den  Kegelschnitt  C  herumführt,  so  beschreibt 
gleichzeitig  ihr  Pol  in  Beziehung  auf  K  den  gesuchten  Polarkegel- 
schnitt C:  man  erhält  demnach  die  Gleichung  desselben,  wenn 
man  aus  der  Bedingungsgleichung,  dass  die  Linie  (1)  Tangente  von 
C  ist  (§.  93,  Form.  5),  und  den  Gleichungen  ihres  Pols  in  Beziehung 
auf  K  (§.  93,  Form.  4)  die  Coefficicnten  /,  m,  n,  durch  welche  die 
Lage  Yon  (1)  specialisirt  wird,  eliminirt.  In  der  Ausführung  wollen 
wir  uns  hier  auf  den  Fall  beschränken,  wo  C  und  K  Kreise  sind, 
die  Gleichungen  derselben  seien  für  rechtwinklige  Coordinaten: 

C  =  x'+y'-a'  =  (), 

K={x-ay-\-{y-ßY-r'  =  i\ 

so  werden  die  Gleichungen  (5)  und  (4)  aus  §.  93  mit  den  durch 
unseren  besonderen  Fall  bedingten  Modificationen: 

(2)  a\l''-\-m'')  =  n% 
und: 

/  ia" — r^)l4-ccßm-\-an  r'^l 

j    ^                 al-\~  ßtn  -\-n  ctl~{-  ßm  -\-  n ' 

^^^             —  c(ß  +  (ß'-r')m  +  ßn  _  r'm 

{^'  ~           ccl-\-ßm-\-n           ~^  al-\-ßm-\-n' 

die  letzten  beiden  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  man: 

(4)     x.~a  z^  X,,     y^  —  ß=ij      und:        .  ,    ^ — ; —  —  8 

einführt,  ersetzen  durch: 

x^-\-dl=^  0     und     t/2  +  ^m  =  0, 

woraus  sich  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  8  ergiebt: 

l'm'.n==x^:y.^'.~{ax^-\-ßy^-\-r')', 

diese  Werthe  in  die  Gleichung  (2)  eingesetzt,  ergiebt  sich  als  die 
Gleichung  des  Polarkegelschnitts: 

C  =  a\xl  +yl)  -  {ax,-{-ßy,-^rr  =  0. 

In  dieser  Gleichung  kann  man  x^  und  y.^  ansehen  als  neue, 
den  anfänglichen  Coordinaten  x  und  y  parallel  gelegte  Coordinaten, 
deren  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  k  des  Hilfskreises  K  ist,  wie 
aus    den   Gleichungen   (4)    hervorgeht:    alsdann    ist   xl-\-yl    das 
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Quadrat  des  Abstandes  d  eines  beliebigen  Punktes  P^  der  Polarcurve 

von   k  (Fig.  66)   und   {ctx.^-\- ßy^-^-r^-y  nach   §.  23,  Form.  7,    ab- 

1  1 

gesehen   von    dem  Factor      ^      ^^  —  ~t^   wo   c  die  Centrale  der 

beiden  Kreise  K  und  C  bedeutet,  das  Quadrat  des  Lothes  p  vom 
Punkte  Pg  auf  die  gerade  Linie: 

(5)     ax,-\-ßy,  +  r'  =  ii. 

Es  ist  also  der  Polarkegelschnitt  O  defmirt  durch  die  Glei- 
chung : 

(6)     -^  =  -^,     oder:      — =+ — , 

d.h.  dieser  Kegelschnitt  ist  (§.  49)  Ellipse,  Hyperbel  oder 

Parabel,  jenachdem  —  grösser,  kleiner  oder  gleich  Eins  ist,  also 
a 

die  Centrale  der  gegebenen  Kreise  C  und  K  grösser,  kleiner  oder 
ebenso  gross  ist  als  der  Radius  des  Kreises  C,  oder  was  dasselbe 
ist,  jenachdem  der  Mittelpunkt  des  Hilfskreises  ausser- 
halb, innerhalb  oder  auf  der  Peripherie  des  Kreises  C 
liegt,  was  mit  dem  Schlussresultat  des  vorigen  Paragraphen  über- 
einkommt 

In  allen  Fällen  ist  k,  der  Mittelpunkt  des  Hilfskreises  K,  ein 
Brennpunkt  des  Polarkegelschnitts  O,  weil  durch  die  Gleichung  (6) 
ausgedrückt  wird,  dass  die  Abstände  eines  behebigen  Punktes  P^ 
dieses  Kegelschnittes  von  dem  Punkte  k  und  der  geraden  Linie  (5)  ein 
constantes  Verhältniss  haben  (§.  49),  ferner  geht  aus  der  Gleichung 
der  Geraden  (5),  d.  h.  der  zu  k  gehörigen  Leitlinie,  hervor,  dass 
dieselbe  die  Polare  ist  des  Mittelpunktes  von  C  in  Beziehung  auf 
den  Hilfskreis  K  (vgl.  §.  104).  Die  Construction  des  Kegelschnitts 
O  macht  darum  keine  Schwierigkeit.  \^mxi  die  beiden  Kreise  C 
und  K  gemeinschafthche  Tangenten  zulassen,  so  sind  ebenso  viele 
Punkte  von  C  von  vornherein  angebbar  (§.  96,  Anm.). 

Wir  werden  im  folgenden  Kapitel  noch  wiederholentlich  Ge- 
legenheit zur  Anwendung  der  Theorie  der  reciproken  Polaren  finden. 
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Elftes  Kapitel. 

Combination  zweier  und  mehrerer  Kegel- 
schnitte. 

§.  98.  Bestimmung  des  Kegelschnittes  durch  fünf 
Punkte.     Die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts: 

U=ax'+  2bxy  +  cy'+  2dx  +  2ey  +  f=0 

enthält  sechs  Constanten,  welche  sich  durch  Division  mit  einer  der- 
selben, z.  B.  mit  f,  und  Einführung  neuer  Constanten  an  Stelle  der 

Quotienten  — ,  ^,  ••  auf  fünf  zurückführen  lassen :  hieraus  folgt, 

dass  ein  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  durch  fünf  von  einander  un- 
abhängige Bedingungen,  z.  B.  durch  fünf  beliebige  Punkte,  welche 
er  enthalten  soll,  bestimmt  ist. 

Um  die  Gleichung  des  durch  fünf  gegebene  Punkte 
gehenden  Kegelschnitts  zu  finden,  hat  man  etwa  die  Coor- 
dinaten  dieser  Punkte  der  Beihe  nach  an  die  Stelle  von  x  und  y 
in  die  Gleichung  U  =^  0  einzusetzen,  und  aus  den  sich  dadurch 
ergebenden  fünf  Gleichungen  die  Verhältnisse  der  zu  bestimmenden 
Constanten  a:b :c: d: e:f  ahzuleiten.  Diese  Gleichungen  führen  als 
Gleichungen  ersten  Grades  im  Allgemeinen  zu  bestimmten  endhchen, 
reellen  Werthen  dieser  Verhältnisse,  und  demgemäss  ist  auch  der 
sich  ergebende  Kegelschnitt,  wenn  man  als  solchen  auch  das  System 
zweier  geraden  Linien  ansieht,  abgesehen  von  einzelnen  Ausnahme- 
fällen, von  denen  alsbald  die  Bede  sein  wird,  vollständig  bestimmt. 

Eine  zweite,  zu  einem  übersichtlicheren  Besultat  führende  Me- 
thode, die  Gleichung  des  gesuchten  Kegelschnittes  herzuleiten,  be- 
steht darin,  dass  man  erst  vier  von  den  gegebenen  fünf  Punkten 
als  Eckpunkte  eines  Vierecks  durch  gerade  Linien  verbindet:  diese 
Punkte  seien  A,  B,  C,  D  und  vier  ihrer  Verbindungslinien  AB, 
BC,  CD,  DA  der  Beihe  nach  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen: 

p  =z   Ix  -\-  my  -\-  n  =^  0^ 

(1)    y^'^^i^  +  ^i^z  +  ^i  ==0, 

r  =  l^x  +  m^y  +  n.,  =0, 
s  =  l.x  +  m^y  +  n^  =  0; 
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SO  ist: 

(2)     'pr  +  }.qs  =  0 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  durch  die 
vier  Punkte  A,  B,  C,  D  hindurchgeht:  denn  diese  Gleichung 
ist  erstens  vom  zweiten  Grade  in  Beziehung  auf  x  und  y,  d.  h. 
einem  Kegelschnitt  angehörend,  zweitens  wird  sie  durch  die  Werthe- 
paare  p  =  q  z=  0,  q  =  r  =  0,  r  =  s  =  0,  s  =p  =  0  erfüllt,  also 
geht  der  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellte  Kegelschnitt  durch 
die  Durchschnittspunkte  A,  B,  C,  D  der  Linienpaare  (1).  Nunmehr 
lässt  sich  die  noch  willkührhche  Constante  X  dadurch  leicht  be- 
stimmen, dass  man  in  die  linearen  Ausdrücke  p,  q,  r,  s  die  Coor- 
dinatenwerthe  des  fünften  Punktes  E  des  gesuchten  Kegelschnitts 
einsetzt.  Diese  Bestimmung  von  A  ist  nicht  ausführbar,  einmal 
wenn  die  vier  Gleichungen  (1),  abgesehen  von  constanten  Factoren, 
identisch  werden,  d.  h.  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen;  zweitens  wenn  von  den  Punkten  A,  B,  C,  D 
irgend  drei,  z.B.  A,  B,  C,  zugleich  mit  E  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  weil  dann  durch  Einsetzen  der  Coordinaten  von  E  die  Aus- 
drücke von  p  und  q,  welche  den  Verbindungslinien  AB  und  BC 
zugehören,  verschwinden ;  in  beiden  Fällen  erhält  der  Werth  von  }. 
aus  Gleichung  (2)  die  unbestimmte  Form  -g,  so  dass  also  der  Kegel- 
schnitt durch  fünf  gegebene  Punkte  unbestimmt  bleibt,  wenn  mehr 
als  drei  derselben  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

Ist  der  zu  suchende  Kegelschnitt  seiner  Form  oder  Lage  nach 
irgend  welchen  Beschränkungen  unterworfen,  d.  h.  sind  eine  oder 
mehrere  Gleichungen  zwischen  seinen  Constanten  von  vornherein  zu 
erfüllen,  so  verringert  sich  die  Anzahl  der  zu  seiner  Bestimmung 
erforderlichen  Punkte  um  einen  oder  mehrere;  z.B.  erfordert  eine 
Parabel  (d.  h.  wenn  ac  —  h'  =  0  ist  (§.  67))  zu  ihrer  Bestimmung 
nur  vier  Punkte,  ein  Kreis  (d.  h.  wenn  a  —  c  und  b  =  acosg)  ist 
(§.  65,  Form.  16))  nur  drei  Punkte,  ein  Kegelschnitt,  von  welchem 
die  Axenrichtung  und  der  Mittelpunkt  bekannt  sind,  d.  h.  in  dessen 
Gleichung  unter  der  Annahme  conjugirter  Durchmesser  als  Coor- 
dinatenaxen  die  Coefficienten  der  Gheder  mit  xy,  x  und  y  ver- 
schwinden (§.  61),  nur  zwei  Punkte. 

Anstatt  gegebener  Punkte,  durch  welche  ein  Kegelschnitt  be- 
stimmt werden  kann,  können  auch  gei'ade  Linien  eintreten,  welche 
als  Tangenten  des  Kegelschnitts  zu  seiner  Bestimmung  dienen,  und 
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aus  der  Theorie  der  reciproken  Polaren  ergiebt  sich,  dass,  sowie 
fünf  Punkte  hinreichend  sind  zur  Bestimmung  eines  durch  sie  zu 
legenden  Kegelschnitts,  auch  fünf  gerade  Linien  im  Allgemeinen  nur 
einem  einzigen  Kegelschnitt  als  Tangenten  zugehören  (vgl.  §.  105). 

§.  99.  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte,  Ort  der 
Mittelpunkte  derselben,  Verallgemeinerung.  Weil  durch 
fünf  Punkte,  von  denen  nicht  mehr  als  drei  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  möglich  ist,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung: 

(1)     pr-\-Xqs  =  {), 

in  welcher  p,  q,  i%  s  durch  die  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Para- 
graphen defmirt  werden  und  l  ein  beliebiger  constanter  Factor 
ist,  als  die  allgemeinste  Gleichung  der  durch  die  vier  Punkte  A 
oder  p  =  q  =  0,  B  oder  g  ~  r  =  0 ,  C  oder  r  =  s  =  0,  D 
oder  s  =  p  =:  0  gehenden  Kegelschnitte.  Es  kann  darum  unter  der 
Annahme  veränderlicher  Wcrthe  von  X  die  Gleichung  (1)  angesehen 
werden  als  die  Gleichung  aller  durch  die  vier  Punkte 
A,  B,  C,  D  zu  legenden  Kegelschnitte,  in  der  Weise,  dass 
jedem  besonderen  Werthe  von  X  ein  besonderer  Kegelschnitt  des 
-Systems  entspricht. 

Die  allen  Kegelschnitten  des  Systems  gemeinschaftlichen  Punkte 
sind  hierbei  aufgefasst  als  die  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Linienpaare  p  =  0,  r=0  und  ^  =  0,  «=,0;  man  kann  diese 
Linienpaare  ersetzen  durch  irgend  zwei  die  Punkte  A,  B,  C,  D  ent- 
haltenden Kegelschnitte : 

U  =ax'-{-2bxij +ca/  +  Mx +2ey  +f  =  0, 
U'  =  a'x'+2b'xy-\-cY-\-  2d'x  +  2e'y  +  f'  =.  0, 

und  erhält  dann  das  System  der  durch  dieselben  vier  Punkte 
gelegten  Kegelschnitte  dargestellt  durch  die  Gleichung: 

(3)     f/+Af/'  =  0, 

wo  X  wieder  einen  Factor  bedeutet,  welcher  für  jeden  einzelnen 
Kegelschnitt  des  Systems  einen  besonderen  Werth  annimmt;  denn 
auch  diese  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  vom  zweiten  Grade  und 
wird  ausserdem  durch  jedes  Werthsystem  von  x  und  y,  w^elches 
den  Gleichungen  (2)  genügt,  befriedigt,  d.  h.  die  Gleichung  (3) 
stellt  einen  Kegelschnitt  dar,  welcher  durch  die  den  Kegelschnitten 
U  und  U'  gemeinsamen  Punkte,  also  A,  B,  C,  D  geht  (vgl  §.  102). 


(2) 
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Um  eine  Anwendung  dieser  für  viele  Untersuchungen  höchst 
zweckmässigen  Darstellungsweise  (2)  des  dieselben  vier  Punkte  ent- 
haltenden Systems  von  Kegelschnitten  zu  geben,  handle  es  sich  um 
die  Losung  der  Aufgabe:  den  geometrischen  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  Kegelschnitte  zu  finden,  welche  sich  durch 
vier  gegebene  Punkte  legen  lassen. 

Alsdann  hat  man  X,  den  variabeln  Parameter,  durch  dessen 
Werth  der  jedesniahge,  die  Durchschnittspunkte  von  U  und  f/'  ent- 
haltende Kegelschnitt  specialisirt  wird,  aus  den  Gleichungen  des 
Mittelpunktes  des  Kegelschnitts: 

fj-f-  W  =  (a-\-Ka')x'+2(b  +  W)xy  +  (c  -f  Ac')?/' 
-\-1{d  +  U')x  +2{e^U')y    +/"-|-A/"'  =  0 

zu  ehminiren,  d.  h.  wenn  man  die  Coordinaten  dieses  Mittelpunkts 
durch  ^,  7]  bezeichnet,  aus  den  Gleichungen  (§.  63,  Form.  3): 

{a-{-?.a')t-\-{b-^W)7]  +  d-\-?.d'  =  0, 
(6  +  Aö')ä-f-(c-f-Ac')^+ß  +  >le'  =  0, 
oder: 

a^  +  b7]  +  d  +  X{a'^  +  b'i]  +  d')  =  0, 

bt  +  cv  +  e  +  A(Ö'J  +  c'v  +  e')  =.  0, 

woraus  sich  ergiebt: 

(4)     (a^ibtj+d){b'^+c'n+e')  -  {a''i+b'7]i-d'){b^+c7]+e)  =  0, 

Diese  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade  in  Beziehung  auf  den 
veränderlichen  Mittelpunkt  (^,  ?;),  d.  h.  sie  ergiebt  als  Ort  dieses 
Punktes  einen  Kegelschnitt.  Ersetzt  man  in  (4)  |  und  i]  be- 
züglich durch  X  und  y  und  führt  der  Kürze  wegen: 

(  ax -\- by -{- d  =  z,         a'x  -)-  b'y  -[- d'  —  z', 
^^^     {bx^cy  +  e  =  t,         b'x  +  c'y  +  e'  =t' 

ein,  so  erhält  diese  Gleichung  folgende  Form: 

(6)     zV—  tz'  =  0, 
d.h.  dieselbe  drückt  einen  Kegelschnitt  aus,  welcher  durch 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Linienpaare   z,  V  und  t,  z' 
hindurchgeht,  d.  h.  durch  die  vier  Punkte: 

;5  =  <  =  0,        «  =   r  =:  0,       r  :=:.  ä'  =   0,       z'  =  Z  =  ^, 
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von  denen  der  erste  und  dritte  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kegel- 
schnitte (2)  sind  (§.  63,  Form.  3),  der  zweite  und  vierte  aber  die 
Durchschnittspunkte  der  der  Richtung  der  Coordinatenaxen  conju- 
girten  Durchmesser  dieser  beiden  Kegelschnitte  (Note  zu  §.  61), 
also  weil  die  Richtung  der  Coordinatenaxen  eine  ganz  beliebige 
ist,  die  Durchschnittspunkte  der  zu  irgend  welcher  Richtung  ge- 
hörigen conjugirten  Durchmesser  von  U  und  U',  so  dass,  wenn 
man  behebige  vier  parallele  Tangenten  an  die  beiden  Kegelschnitte 
U  und  U'  legt,  die  Berührungssehnen  in  einem  Punkte  des  Kegel- 
schnitts (6)  zusammentreffen. 

Stellt  man  zur  Lösung  unserer  Aufgabe  das  System  der  durch 
die  vier  Punkte  Ä,  By  C,  D  gehenden  Kegelschnitte  durch  die  Glei- 
chung (1)  dar,  so  ergeben  sich  als  Punkte  des  gesuchten  Ortes 
zunächst  die  Punkte  p  =  r  =  0  und  ^  =  5  =  0,  weil  der  Schnitt- 
punkt jedes  dieser  beiden  Systeme  von  Geraden  als  der  Mittelpunkt 
des  durch  dasselbe  dargestellten  Kegelschnitts  angesehen  werden  kann, 
ferner  sind  die  einer  bestimmten  Richtung  G  conjugirten  Durchmesser 
jetzt  die  vierten  harmonischen  Strahlen  zu  den  durch  die  Punkte 
p  =  r  =  0  und  q  =  s  ~  0  der  gegebenen  Richtung  G  parallel  ge- 
zogenen Geraden  in  Beziehung  auf  die  Linienpaare  p,  r  und  q,  s 
selbst  (§.  76),  darum  führt  mit  Rücksicht  auf  die  beliebige  Rich- 
tung G  der  eben  gefundene  Ort  zu  folgender  Erzeugungsweise  der 
Kegelschnitte : 

Wenn  man  durch  die  Scheitelpunkte  zweier  gegebenen 
Winkel,  deren  Schenkel  sich  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D 
durchschneiden,  parallele  Linien  zieht,  so  schneiden 
sich  die  zu  jeder  derselben  in  Beziehung  auf  die 
Schenkel  des  zugehörigen  Winkels  conjugirten  har- 
monischen Strahlen  in  einem  Punkte,  welcher  bei 
veränderter  Richtung  der  Parallelen  einen  Kegel- 
schnitt beschreibt,  und  zwar  den  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D  gehenden  Kegel- 
schnitte. 

Man  kann  den  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  als  Pol  einer 
unendhch  entfernten  geraden  Linie  L  ansehen  (§.  92),  und  in  die- 
sem Sinne  den  eben  entwickelten  Ort  und  die  sich  daran  an- 
schliessende Erzeugungsweise  eines  Kegelschnitts  als  specielle  Er- 
gebnisse einer  allgemeineren  Untersuchung  betracliten,  bei  welcher 
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die  Polare  L  eine  beliebige  Lage  hat.  Um  die  Lösung  auch  dieser 
Aufgabe  allgemein  zu  entwickeln,  möge  folgender  Satz  vorausge- 
schickt werden: 

Die  Polaren  irgend  eines  Punktes  in  Beziehung  auf  alle 
durch  dieselben  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte 
durchschneiden  sich  in  demselben  Punkte. 

Das  System  dieser  Kegelschnitte  sei,  wie  vorher,  dargestellt 
durch  die  Gleichung  (3),  so  ist  die  Polare  eines  behebigen  Punktes 
(J,  rj)  in  Beziehung  auf  einen  dieser  Kegelschnitte  (§.  94,  Form.  3): 

(7)     P-\-lP'  =  {), 
wo: 

(8)  j^  ==(^^+^'?+^)^  +  (^^+^^+^)^  +  ^^+^^ +/■  ==Ö, 
\F  =  {a'^-\-h'ri  +  d')x-{-{V^-\-c'ri-{'e')y^d'^-{-e'7}-\-r  =  ^ 
die  Polaren  des  Punktes  {^,  rn)  in  Beziehung  auf  die  beiden  Ke- 
gelschnitte U  und  TJ'  sind:  die  Gleichung  (7)  wird  unabhängig 
von  dem  Werthe  der  Constanten  A  erfüllt,  wenn  P  =  0  und  P'  =  0 
sind,  d.  h.  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Polaren  (8), 
also  gehen  durch  diesen  Punkt  die  Polaren  des  Punktes  (^,  ri)  in 
Beziehung  auf  alle  durch  verschiedene  Werthe  von  X  dargestellten 
Kegelschnitte  des  Systems  (3). 

Man  kann  nunmehr  die  Gleichungen  (8)  auch  folgendermassen 
umformen : 

P  =  (ax  +by  +d)  ^  +  ibx  +cy  +e)  v  +  dx  +ey  -\-f  -0, 
P'  =  (a'x  -i  b'y  +  c?')  ^  +  (b'x  +  c'y  +  e')  7]  +  d'x  +  e'y  +  /"'  =  0, 

oder,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (5),  und  wenn  man  noch 
die  Bezeichnungen: 

dx  -\-  ey  -{-  f  =  Wf       d'x  -j-  e'y  ~\-  f  ==  w' 

einführt: 

P    =:Z^+tV+W    =0, 

woraus  durch  Auflösung  nach  ^  und  7]: 

^:rj:l  =  {wf—  w't)  :  {zw'—  z'w)  :  (tz'—  t'z), 
d.  h.  wenn  jetzt  (|,  tj)  sich  auf  der  geraden  Linie: 

ax  +  ßy-j-y  =  0 
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bewegt,  so  beschreibt  der  Schnittpunkt  der  zugehörigen  Polaren  den 
Kegelschnitt : 

a{wt'—w't)  +  ß{zw'—z'w)  +  ritz'—t'z)  =  0, 
also: 

der  Ort  der  Pole  einer  geraden  Linie  in  Beziehung  auf 
alle  Kegelschnitte,  welche  durch  dieselben  vier  Punkte 
gehen,  ist  ein  Kegelschnitt. 

Weil  sich  die  vier  Punkte  zu  zwei  durch  drei  verschiedene 
Linienpaare  verbinden  lassen,  und  der  Pol  einer  behebigen  geraden 
Linie  in  Beziehung  auf  ein  System  zweier  geraden  Linien  deren 
Durchschnittspunkt  ist  (§.  92) ,  so  geht  der  Polort  durch  die  drei 
Schnittpunkte  der  verschiedenen  Linienpaare. 

Wenn  man  ferner  die  gegebenen  vier  Punkte  darstellt  als 
Schnittpunkte  zweier  Linienpaare  und  demnach  das  System  der 
durch  sie  gelegten  Kegelschnitte  durch  die  Gleichung  (1),  so  erhält 
man  mit  Rücksicht  auf  die  in  der  Note  zu  §.  92  gegebene  Definition 
der  Polaren  eines  Punktes  in  Beziehung  auf  ein  System  zweier  ge- 
raden Linien,  nach  welcher  diese  Polare  der  conjugirte  harmoni- 
sche Strahl  ist  zu  der  Verbindungshnie  des  Punktes  mit  dem  Schnitt- 
punkte der  beiden  Linien  in  Beziehung  auf  diese  Linien  selber, 
folgende  Erzeugungsweise  eines  Kegelschnitts: 

Wenn  man  die  Scheitelpunkte  zweier  der  Lage  nach 
gegebenen  Winkel  mit  einem  Punkte  P  der  Ebene  der- 
selben verbindet  und  zu  den  Verbindungslinien  in  Be- 
ziehung auf  die  Schenkel  der  zugehörigen  Winkel  die 
conjugirten  harmonischen  Strahlen  zieht,  so  durch- 
schneiden sich  diese  in  einem  Punkte  Q:  wenn  dann 
P  sich  auf  einer  geraden  Linie  bewegt,  so  beschreibt 
Q  einen  Kegelschnitt,  welcher  demjenigen  Dreieck  um- 
schrieben ist,  welches  die  Diagonalen  des  durch  die 
Schenkel  der  gegebenen  Winkel  gebildeten  vollstän- 
digen Vierseits  zu  Seiten  hat. 

Anm.  Die  Gleichung  (3)  und  die  aus  derselben  hervorge- 
henden Sätze  werden  in  §.  102  eine  allgemeinere  Deutung  er- 
fahren. 

Joachimsthal  Elemente.    2.  Aufl.  12 
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§.  100.  Durchschneidiing  zweier  Kegelschnitte  in 
vier  reellen  oder  imaginären  Punkten.  Scheinbare  Aus- 
nahmefälle.   Sind: 


<»c 


U  =  ax'  -^2bxij  +  cy'  +  2dx  -{- 2ey  -\- f  =  0, 
a'x'i-  2b'xy  +  c'z/'+  2d'x  -|-  2e'y-\-f'  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte,  so  werden  durch  diejenigen 
Werthsysteme  von  x  und  y,  welche  beiden  Gleichungen  zugleich 
genügen,  die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Kegelschnitte  darge- 
stellt. 

Um  diese  Werthsysteme  zu  erhalten,  hat  man  eine  der  beiden 
Unbekannten,  z.  B.  //,  aus  den  beiden  Gleichungen  zu  ehminiren: 
dazu  multiplicirt  man  etwa  die  erste  derselben  mit  c',  die  zweite 
mit  c  und  subtrahirt  alsdann,  so  ergiebt  sich: 

(ac'—  a'c)  x'-\-2  {bc'~  h'c)  xy  +  2  {de'—  d'c)  x 
-\-2{ec'—e'c)y  +  fc'—f'c  =  0, 
woraus : 

(2)        —  _  1    («c  —  a'c)x''-\'2(dc'—  d'c)x+fc'—f'c  ^ 

w'enn  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (1)  einsetzt  und  von 
den  Nennern  befreit,  so  erhält  man  als  das  gesuchte  Eliminations- 
resultat : 

4 {ax^^  2dx  +  f)  \{hc'-  ö'c)a;  +  e&-  e'cY 
,      4  (bx  +  e){ib&—  b'c)x-\-ec'—  e'c\  -{(ac'—  a'c)x' 

+  2{dc'—d'c)x-i-fc'-f'c\ 
-\- c{{ac'-  a'c)x'+  2(dc'-  d'c) X  +  fc'-  f'c\'  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  vom  vierten  Grade  in  Be- 
ziehung auf  X  und  hefert  als  solche  entweder  vier  reelle,  oder  vier 
imaginäre,  oder  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Werthe  von  x, 
welche  durch  ^  bezeichnet  werden  mögen.  Zu  jedem  Werthe  J 
lässt  sich  alsdann  vermittelst  der  Gleichung  (2)  im  Allgemeinen  ein 
einziger  zugehöriger  Werth  7^  von  y  finden. 

Nur  wenn  die  Glieder  mit  dem  einfachen  y  in  jeder  der  Glei- 
chungen (1)  ganz  fehlen  oder  zugleich  mit  y'^  bei  der  Elimination 
herausgehen,  ist  diese  Beduction  nicht  ausführbar:  alsdann  aber  führt 
die  Ehmination  von  y  nur  auf  eine  quadratische  Gleichung  von  x, 
ergeben  sich  also  auch  nur  zwei  Weithe  |,    und  weil  jetzt  jedem 
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derselben  zwei  Werthc  7]  entsprechen,  auch  in  diesen  Ausnahme- 
fällen immer  vier  zusammengehörige  Werthe  von  x  und  y. 

Wenn  man  nun  auch  für  den  Fall,  wo  von  den  zusammen- 
gehörigen Werthen  |,  ?;  einer  oder  beide  imaginär  sind,  dieselben 
als  Coordinaten  eines,  alsdann  imaginären  Durchschnittspunktes  be- 
zeichnet, und  falls  sich  gleiche  Wurzelpaare  ergeben,  von  zusam- 
menfallenden Durchschnittspunkten  spricht,  so  kann  man  allgemein 
behaupten : 

Jede  zwei  Kegelschnitte  durchschneiden   sich   in  vier 
Punkten,  von  denen  stets  eine  gerade  Anzahl  reell  ist. 

Eine  scheinbare  Ausnahme  erleidet  dieser  Satz,  wenn  die  Con- 
stanten der  Gleichungen  (1)  so  beschaffen  sind,  dass  in  der  Glei- 
chung (3)  die  Glieder  der  höchsten  Dimension  verschwinden,  was 
eintritt,  wenn  die  Coefficienten  bc'—b'c  und  ac'  —  a'c  verschwin- 
den, d.  h.  wenn: 

...      a        b         c 

^'^    -¥  =  T  =  V  =  ''' 

also  wenn  sich  in  den  Gleichungen  der  gegebenen  Kegelschnitte  (1) 
die  Glieder  der  höchsten  Dimension  nur  durch  einen  und  denselben 
Factor  fx  unterscheiden.     Alsdann  ergiebt  sich: 

(5)     U-  flu'  =  2dx  -i-2ey  -i-  f-  fA{2d'x  +  2e/y  +  f')  =  0, 

d.  h.  eine  lineare  Gleichung  zwischen  x  und  y,  welche  mit  irgend 
einer  der  beiden  Gleichungen  (1)  verbunden,  nur  zwei  Werthsysteme 
I,  tj,  also  auch  für  die  Kegelschnitte  U  und  U'  nur  zwei  Durch- 
schnittspunkte liefert. 

Um  diesen  Widerspruch  zu  lösen,  erinnere  man  sich  der  Be- 
merkung zu  §.  44,  nach  welcher  die  Gleichungen  (4),  vermittelst 
deren  die  Gleichung  (3)  sich  auf  die  nur  quadratische  Gleichung: 

4  (ax'-i-  2dx  +  f)  (ec'—  dcf 
-  4 {bx ~Y e) {ec'-  e'c)  \2{d&~  d'c) x  +  fc'~-  f'c] 
+  c{2(dc'~  d'c)x  +  fc'~  f'c]'  =^  0 

reducirt,  zugleich  dahin  interpretirt  werden  können,  dass  durch  sie 
zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  unendlich  gross  werden.  Dasselbe 
gilt  für  die  aus  den  Gleichungen  (1)  durch  Elimination  von  x  her- 
vorgehende Gleichung,  so  dass  also  von  den  Werthsystemen  |,  tj 
zwei  sich  als  unendlich  gross  ergeben,  welche  bei  dem  Eliminations- 

12* 


Igö  §§.100,  101.     Elftes  Kapitel. 

verfahren  vermittelst  (5)  verloren  gehen.  Man  kann  jede  zwei 
Kreise  als  Kegelschnitte  ansehen,  für  welche  die  Bedingung  (2)  er- 
füllt wird;  denn  die  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten  ihrer 
Gleichungen  (§.  65,  16)  a  =  c,  b  =  acosgp;  a'  =  c',  b'  =  a'cosq) 
kommen  mit  den  Gleichungen  (4)  überein,  also: 

Jede  zwei  Kegelschnitte,  in  deren  Gleichungen  die 
Coefficienten  der  höchsten  Dimension  sich  nur  durch 
einen  constanten  Factor  unterscheiden,  ins  Besondere 
jede  zwei  Kreise,  durchschneiden  sich  ausser  in  zwei 
reellen  oder  imaginären  Punkten  im  Endlichen,  im 
Allgemeinen  noch  in  zwei  reellen  oder  imaginären 
Punkten  im  Unendlichen. 

Für  den  Fall,  wo  ac  —  b^  negativ  ist,  also  die  beiden  Kegel- 
schnitte, abgesehen  von  weiteren  speciellen  Annahmen,  Hyperbeln 
sind,  kann  man  diese  Durchschnittspunkte  im  UnendHchen  leicht 
darstellen.  Es  lassen  sich  nämlich  alsdann  die  Glieder  der  zweiten 
Dimension  durch  die  Producte  zweier  Ausdrücke  des  ersten  Grades 
mit  reellen  Coefficienten  ersetzen  (§.  63,  Note).  Bezeichnet  man 
diese  kurz  durch  p  und  q,  so  werden  die  Gleichungen  der  beiden 
Hyperbeln : 

^^     iU'=      pq  +  2d'x  +  2e'y-^f'  =  0; 

die  beiden  Geraden  p  =  0  und  ^  =  0  sind  den  Asymptoten  dieser 
Hyperbeln  parallel,  d.  h.  die  Hyperbeln  haben  parallele  Asymptoten, 
und  weil  die  Asymptoten  als  parallele  Linien  einen  Punkt  im  Un- 
endHchen gemein  haben,  der  zugleich  auf  den  zugehörigen  Hyper- 
beln liegt,  so  sind  die  beiden  im  Unendhchen  liegenden  gemein- 
schafthchen  Punkte  der  Kegelschnitte  (5)  reell,  nämlich  die  Be- 
rührungspunkte derselben  mit  ihren  Asymptoten. 

§.  101.  Conjugirte  imaginäre  Schnittpunkte,  innere 
und  äussere  Punkte  eines  Kegelschnitts.  Die  imaginären 
Durchschnittspunkte  zweier  Kegelschnitte  gruppircn  sich,  weil  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  ihre  Coordinaten  als  Wurzeln  alge- 
braischer Gleichungen  auftreten,  stets  paarweise,  so  dass  einem  Punkte 
^  =  p-\-qi,  fj  =  p'-\-q'i  stets  ein  zweiter  J^  =  p—qi,  ?]^  =  p'—q'i 
entspricht:  die  Verbindungslinie  von  je  zwei  solchen  Punkte  ist  reell, 
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nämlich  wenn  man  die  Werthe  von  |,  i]  und  ^j,  rj^    in   die  Glei- 

chunsj  dieser  Linie  -7- — ^  =  —. einsetzt  und  reducirt,  so  wird 

dieselbe  (vgl.  §.  85): 

qy  —  q'x+pq'—p'q  =  Q; 

man  nennt  solche  zusammengehörigen  imaginären  Durchschnittspunkte 
conjugirte:  dasselbe  gilt  von  den  imaginären  Schnittpunkten  einer 
geraden  Linie  mit  einem  Kegelschnitt. 

Wir  wollen  zu  deren  Darstellung  von  der  in  §.  89  eingeführten 
Methode  Gebrauch  machen,  nach  welcher  die  Schnittpunkte  y,  y' 
der  Verbindungshnie: 

y^)  ^-  i_^  '  y-  i_A 

der  beiden  behebigen  Punkte  A  oder  (ojp  t/J  und  B  oder  (a;^,  y^) 
mit  dem  Kegelschnitt: 

(2)     U^ax'-^-  2bxy  +  cy'+  2dx  +2ey  +  f=Q 

gegeben  wurden  durch  die  Gleichung: 

(3)     u^-2Xv>  +  ^\  =0, 

wo  u^,  V,  Wj  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §.  89  haben  und  die  beiden 

Wurzeln  A  die  Verhältnisse  -7^-  und  -prr  darstellen.    Die  Schnitt- 

By  By' 

punkte  sind  reell,  zusammenfallend  oder  imaginär,  jenachdem: 

(4)     d"*— M,M2>,  =  oder  <0 

ist;  es  ist  jedoch  wesenthch  zu  bemerken,  dass  jeder  reelle  Durch- 
schnittspunkt einer  Transversalen  mit  einem  Kegelschnitt  und  ein 
behebiger  reeller  Durchschnittspunkt  desselben  mit  einer  anderen 
Transversalen  durch  eine  reelle  gerade  Linie  verbunden  werden 
können ,  während  ein  imaginärer  Durchschnittspunkt  einer  Ge- 
raden mit  einem  Kegelschnitt,  und  demnach  auch  zweier  Kegel- 
schnitte, den  ihm  conjugirten  in  derselben  Weise  bedingt,  wie 
eine  imaginäre  W^urzel  einer  Gleichung  die  conjugirte,*  so  dass  allein 
zwischen  conjugirten  imaginären  Schnittpunkten,  nicht  aber  zwi- 
schen einem  reellen  und  einem  imaginären,  oder  zwischen  zwei 
nicht  conjugirten  imaginären  Schnittpunkten  eine  reelle  Verbindungs- 
hnie möghch  ist. 

Ein  Beispiel  einer  reellen  Verbindungslinie  conjugirter  imagi- 
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närer  Schnittpunkte  ist  uns  bereits  bei  der  gemeinschaftlichen  Sehne 
zweier  Kreise  begegnet,  welche  auch,  wenn  die  beiden  Kreise  sich 
nicht  reell  durchschneiden,  gewisse  Eigenschaften  der  reellen  ge- 
nneinschafthchen  Sehne  der  Kreise  beibehält  und  bei  Betrachtung 
der  allgemeinen  Beziehungen  des  Systems  zweier  Kreise  unentbehr- 
lich ist  (§.  30),  und  wir  werden  später  nochmals  auf  die  reellen 
Verbindungslinien  conjugirter  imaginärer  Schnittpunkte  zweier  Kegel- 
schnitte zurückkommen.  Wenn  wir  uns  zunächst  noch  auf  die  Com- 
bination  eines  Kegelschnitts  mit  einer  Transversalen  beschränken, 
so  haben  wir  die  Punkte  der  Ebene  in  innere  und  äussere 
Punkte  zu  unterscheiden,  jenachdem  jede  durch  sie  ge- 
legte Transversale  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten  durchschneidet,  oder  die  Schnittpunkte  auch 
imaginär  sein  können. 

Es  handle  sich  um  die  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  A  oder 
(cc^,  y^):  nimmt  man  den  Punkt  B  oder  {x^^  y.J  als  veränderhch  an, 
so  liegt  A  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  jenachdem 
für  jede  Verbindungshnie  AB  die  Bedingung  v>^—u^u^^O  statt- 
findet, oder  v^—u^u^  auch  gleich  und  selbst  <:0  werden  kann  (4). 
Der  Ausdruck  v''—u^u.■,  nimmt,  wenn  man  für  v,  u^  und  u.^  ihre 
Werthe  (§.  89)  einsetzt  und  nach  den  Potenzen  der  Coordinaten 
des  veränderlichen  Punktes  B,  welche  jetzt  durch  x  und  y  be- 
zeichnet werden  mögen,  ordnet,  folgende  Form  an: 

(5)     ax^+2ßxy  +  yy'+2dx  +  2ey-\-&, 
wo: 

«=A2/:-2^.2/.     +A,       ß=B^^i    +B,y,     -B,     -A,x,y,, 
y  =A,     —2B,x,     -\-A,x],  S  =  B,y,     ~\-B^x,y,—B^y\—A^x,, 
&  =  A,x]-^B,x,y,+A,yl   i  =:B,x^y,-{-B,x,    -B,x\-A,y,, 

und: 

A^  =  cf  —  e^       B^  =  bd—  ae, 
A^  =  fa  —  rf^       B^  =  eb  —  cd, 
•    ^3  =  ac-b\       B,  =  de-fb. 
Die  Coefficienten  a,  ß,  y,  --  genügen  der  Gleichung : 
ayd'~ae"-yd'~d'ß'+2ßd6  =  0, 

d.  h.  erfüllen  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Ausdruck  (5)  in  zwei 
lineare   Factoren    zerlegbar    ist    (§.  62,   Anm.):    wenn    nun    diese 
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Factoren  reell  sind,  so  giebt  es  reelle  Werthe  von  x  und  y,  für 
welche  der  Ausdruck  v^ — u^u^  verschwindet  und  selbst  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  erhält,  d.  h.  alsdann  hegt  der  Punkt  (o?,,  y^) 
ausserhalb  des  Kegelschnitts;  wenn  dagegen  die  Factoren  imaginär 
sind,  so  behält  der  Ausdruck  v^—u^u.^  sein  Zeichen  unverändert  bei, 
derselbe  bleibt  also,  weil  u^  für  x  =  x^,  y  =  y^  verschwindet,  und 
demnach  ü^ — u^u^  sich  auf  t?",  einen  positiven  Ausdruck,  reducirt, 
fortdauernd  positiv,  welches  auch  die  Werthe  von  x  und  y,  d.  h. 
die  Lage  des  Punktes  B  sein  mag.  In  diesem  Falle  liegt  also  der 
Punkt  A  innerhalb  des  Kegelschnitts  (2).  Die  Factoren  von  (5) 
sind  nunmehr  reell  oder  imaginär  (§,  62),  jenachdem  der  Ausdruck 
ay  —  ß^  negativ  oder  positiv  ist;  es  ergiebt  sich: 

wo  A  und  M,   die  frühere  Bedeutung  haben,  nämlich: 
A  =  acf-  ae'-  cd'-  fb'-j-  2bde, 
u,=ax]  +  2bx, y,  +  cy]  +  2dx,  +  2ey,  -f  f; 

jenachdem  also  A'U^  negativ  oder  positiv  ist,  liegt  der  Punkt  A  ausser- 
halb oder  innerhalb  des  Kegelschnitts  (2).  Das  Vorzeichen  von  A 
ist  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  (a?,,  ?/,),  so  dass  allein 
durch  das  Vorzeichen  von  m,  ,  d.  h.  des  Resultates  der  Substitution 
der  Coordinaten  (a?,,  y^)  des  Punktes  A  an  die  Stelle  der  laufen- 
den Coordinaten  (x,  y)  des  Kegelschnitts,  bestimmt  wird,  ob  dieser 
Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt. 

Die  Annahme  A  =^  0  ist  hierbei  durchweg  ausgeschlossen :  ist 
A  =  0,  also  der  gegebene  Kegelschnitt,  abgesehen  von  einigen  Aus- 
nahmen, ein  System  zweier  geraden  Linien,  so  ist  von  inneren  und 
äusseren  Punkten  desselben  nicht  mehr  die  Rede. 

§.102.  Das  System  U  +  (iiU'  =  0.  Involution.  Alle 
durch  dieselben  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  sind  (§.  99)  in 
gleicher  Allgemeinheit  darstellbar  durch  jede  der  beiden  Gleichungen: 

(1)     U+(j,'U'  =  0 
und: 

(2)     pq  +  iii'rs  =  0, 

wo  U  und  U'  als  quadratische,  p,  q,  r,  s  als  lineare  Ausdrücke 
mit  reellen  Coefficienten  in  x  und  y  gleich  Null  gesetzt,  die  er- 
steren  Kegelschnitte,  die  letzteren  gerade  Linien  darstellen,  welche 
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durch  ihre  Durchschneidung  die  vier  Punkte  ergeben,  und  fx  einen 
veränderhchen  Parameter  bedeutet,  durch  dessen  besondere  Werthe 
die  einzelnen  Kegelschnitte  des  Systems  hervorgehen.  Umgekehrt 
durchschneiden  sich  alle  Kegelschnitte,  welche  in  der  Gleichung  (2) 
enthalten  sind,  in  denselben  vier  Punkten,  nämhch  p  =  r  =  0, 
r  =  q  =  0,  qz=s  =  0,  s  =  p  =  0;  die  Gleichung  (1)  dagegen 
hat  eine  allgemeinere  Bedeutung,  wenn  die  Durchschnittspunkte  der 
Kegelschnitte  U  und  U'  aufhören  reell  zu  sein,  so  dass  man  bei 
Untersuchung  eines  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Systems 
von  Kegelschnitten  die  Fälle  zu  unterscheiden  haben  würde,  ob 
sich  die  Kegelschnitte  in  vier  reellen,  in  zwei  reellen  und  zwei  ima- 
ginären, oder  in  vier  imaginären  Punkten  (§.  100)  durchschneiden. 
Es  giebt  jedoch  eine  Eigenschaft,  in  welcher  alle  in  der  Gleichung  (1) 
enthaltenen  Kegelschnitte  ohne  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Lage 
oder  die  Durchßchneidung  der  beiden  Fundamentalcurven  U  und 
U'  übereinkommen,  und  mit  dieser  wollen  wir  uns  gegenwärtig  be- 
schäftigen. 

Es  seien  Ü  und   U',  wie   früher  (§.  99),   die  beiden   Kegel- 
schnitte : 

(3)  U  =  ax'  +  2bxy  +  cy'  +  2dx  +2ey  +f  =0, 

(4)  U'  =  a'x'+  2b'xy  +  cY+  ^d'x  +  2e'y  +  f'  =  0 

und  ein  dritter  Kegelschnitt: 

(5)     U  +  fiU'  =  (a-i-^a')x'+2{b  +  fxb')xy+ic  +  fic')y-' 

+  2{d-{-^d')x-\-2{e^^e')y  +  f+^r  =  0 

gegeben:  wenn  man  eine  behebige  Transversale: 

hindurchlegt,  welche  die  drei  Kegelschnitte  der  Reihe  nach  in  den 
Punktepaaren  A  und  A',  B  und  B',  C  und  C  durchschneiden  mag, 
so  ergeben  sich,  wenn  C  und  C  die  Punkte  {x^^  y^)  und  {x^,  y^) 

CA 

sind,    die  Verhältnisse  der  Abschnitte   dieser  Transversalen    ^,  .  , 

CA^  CB       CB' 

-p^^-rp  und  "TTp-,  7^  (§•  89)  bezüghch  als  die  Wurzeln  der  qua- 

dratischen  Gleichungen : 
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(  « 

(7) 


2vX  +u.,X^  =  0  und 


wo  w,,  1)  und  ^2  dieselbe  Bedeutung  wie  in  §.  89  haben,  und  wj, 
v\  u\  bezüglich  aus  ihnen  herzuleiten  sind  durch  Vertauschung  der 
Coefficienten  a,  h,  c,  . .  des  Kegelschnitts  (3)  mit  den  entsprechen- 
den Coefficienten  a',  h',  c'_,  . .  des  Kegelschnitts  (4).  Man  hat  darum 
die  Gleichungen: 

CA      CA'      "u.  ,        CB      CB'        u\ 

—  — ^     und : 


CA     CA'        11^  CB     CB'        u\  ' 

weil  nun  die  Punkte  C  und  C  der  Annahme  nach  auf  dem  Kegel- 
schnitt (5)  liegen,  so  genügen  ihre  Coordinaten    den  Gleichungen: 

Mj  +  iwwj  =  0     und:     u^-^- (^u[  =  0, 

u  u 

woraus  sich  durch  Elimination  von  u  ergiebt  — i-  =^  — |-,  oder: 

CA' CA'    __    CB'CB' 
^^      CA' CA'  ~  CB'CB'  ' 

Nimmt  man  die  Punkte  {x^^  y^)  und  {x^,  y^),  anstatt  auf  dem 
Kegelschnitt  (5),  bezüglich  auf  den  Kegelschnitten  (3)  und  (4)  an, 
so  erhält  man  auf  ganz  analoge  Weise  zwischen  den  Abschnitten 
der  Transversalen  die  Beziehungsgleichungen: 


(9) 
und: 

(10) 


AB  AB'  AC'AC 


A'B'A'B'         A'CA'C 
BC'BC  BA'BA' 


B'CB'C         B'A'B'A' 


welche  Gleichungen  man  jedoch  auch  unmittelbar  aus  (8)  durch 
Darstellung  der  einzelnen  in  ihnen  vorkommenden  Strecken,  mit 
Berücksichtigung  ihrer  Richtung  (§.  69,  Note),  herleiten  kann,  so 
dass  durch  jede  der  drei  Gleichungen  (8)  bis  (10)  die  Richtigkeit 
der  beiden  anderen  bedingt  wird. 

Man  sagt  nunmehr  von  drei  Punktepaaren  einer  geraden  Linie, 
zwischen  deren  gegenseitigen  Abständen,  mit  Beachtung  der  Rich- 
tung derselben,  die  Gleichungen  (8)  bis  (10)  stattfinden,  sie  stehen 
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in  Involution.  Es  ergiebt  sich  aus  dieser  Definition  sofort,  dass 
wenn  zwei  Paar  Punkte  mit  einem  dritten,  vierten,  .  .  Punktepaar 
in  Involution  stehen,  auch  jede  drei  Paar  derselben  in  Involution 
stehen;  denn  aus  den  Gleichungen: 

AB'AB'  AC'AO  ^        ABAB'         ADAD' 

und : 


A'BA'B'        A'C'A'C  '     A'BA'B'  ~  A'DA'D' 

folgt  ohne  Weiteres  die  Involution  der  Punktepaare  A  und  A', 
C  und  C,  D  und  D'  u.  s.  w.  Die  Punkte  eines  jeden  solchen 
Paares,  wie  A  und  A',  B  und  ß'^,  . .  nennt  man  conjugirte  und 
ein  ganzes  System  solcher  Punktepaare  ein  Punktsystem  in  In- 
volution. 

Demnach  hat  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

I.  Alle  durch  die  Gleichung  U-]-fiU'  =  0  für  ver- 
schiedene Werthe  von  fi  dargestellten  Kegelschnitte 
werden  durch  jede  Transversale  in  einem  Involutions- 
system von  Punkten  durchschnitten. 

Umgekehrt  seien  die  beiden  beliebig  gegebenen  Kegelschnitte 
U  und  U'  von  der  Transversalen  (6)  in  den  Punktepaaren  A  und  A', 
B  und  B'  durchschnitten  und  auf  (6)  die  Punkte  C  oder  (x^,  y^) 
und  C  oder  {x^^  y.^)  durch  die  Gleichung  (8)  defmirt,  so  ist  bei  ver- 
änderter Lage  der  Transversalen  der  Ort  der  Punkte  C  ein  Kegel- 
schnitt, dessen  Gleichung  sich  unter  der  Form  (1)  darstellt;  denn 
unter  Zugrundelegung  der  Gleichungen  (7)  lässt  sich  die  Bedingungs- 
gleichung ersetzen  durch  die  Gleichung: 

— ^  —  — f-,      woraus:      —{-  —  -j-  =  u; 

folghch  genügen  die  Coordinaten  (ic,,  y^)  und  {x.^,  y.,)  der  beiden 
Punkte  C  und  C  bezüghch  den  Gleichungen  u^  —  f^u]=^0  und 
u^  —  f^ul  =  0,  d.  h.  dieselben  liegen  auf  dem  Kegelschnitt: 

also : 

II.  Wenn  man  durch  irgend  zwei  Kegelschnitte  U  =  0 
und  U' =  0  eine  Transversale  legt  und  auf  derselben 
zu  einem  beliebig  angenommenen  festen  Punkte  C  einen 
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zweiten  Punkt  C  bestimmt,  so  dass  die  Producte  der  Ab- 
stände beider  Punkte  von  den  Durchschnittspunkten 
A  und  A',  B  und  5'  der  Transversalen  mit  beiden  Kegel- 
schnitten dasselbe  Verhältniss  haben,  so  dass  also: 

CA' CA'    _    CBCB' 
CA' CA'  ~   CBCB' 

ist,  so  beschreibt  bei  einer  Drehung  der  Transversalen 
um  den  Punkt  C  der  Punkt  C  einen  Kegelschnitt,  auf 
welchem  C  ebenfalls  liegt,  und  dessen  Gleichung  die 
besondere  Form  hat: 

U-i^iU'  =  0, 

der  also,  wenn  U  und  U'  sich  in  vier  reellen  Punkten 
durchschneiden,  durch  dieselben  vier  Punkte  hindurch- 
geht. 

Anmerk.  Der  Kürze  wegen  soll  ein  durch  die  Gleichung 
U-{-fiU'  =  0  dargestelltes  System  von  Kegelschnitten  ein  Invo- 
lutionssystem oder  Kegelschnittbüschel  heissen. 

In  der  reciproken  polaren  Figur  gehen  (§.  94)  die  Involutions- 
gleichungen (8)  bis  (10)  von  sechs  Punkten  einer  geraden  Linie 
ungeändert  auf  die  diesen  Punkten  entsprechenden  sechs  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels  über  (§.  94,  III.);  es  ergiebt  sich  demnach 
durch  die  Theorie  der  reciproken  Polaren  aus  dem  Satze  (I)  fol- 
gende Eigenschaft  der  demselben  Vierseit  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitte : 

III.  Die  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an 
irgend  drei,  einem  und  demselben  Vierseit  eingeschrie- 
bene Kegelschnitte  gelegten  Tangenten  bilden  ein  Li- 
nienbüschel in  Involution,  d.  h.  ihre  Durchschnitts- 
punkte mit  einer  beliebigen  Transversalen  stehen  in  In- 
volution. 

Anmerk.  Dieser  Satz  gestattet  ebenso  wie  Satz  (L)  eine  Um- 
kehrung; nur  ergiebt  sich  dabei  die  Eigenschaft,  dass  die  von  jedem 
Punkte  der  Ebene  an  die  Kegelschnitte  gelegten  Tangenten  ein 
Strahlenbüschel  in  Involution  bilden,  als  die  allgemeine  im  Vergleich 
zu  der  daraus  abgeleiteten,  dass  die  Kegelschnitte  einem  und  dem- 
selben Vierseit  eingeschrieben  sind,  weil  von  den  Seiten  desselben 
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zwei  oder  auch  alle  vier  imaginär  werden  können.  (Confocale  Kegel- 
schnitte (§.  90)  sind  als  demselben  (imaginären)  Vierseit  einge- 
schrieben zu  betrachten.) 

Die  Eigenschaft  der  Involution  von  sechs  Punkten  einer  ge- 
raden Linie  enthält  die  der  harmonischen  Beziehung  von  vier  Punkten 
derselben  als  einen  besonderen  Fall;  wenn  nämlich  zwei  Paar 
conjugirter  Punkte  zusammenfallen,  z.  B.  A  mit  A'  und  B  mit  B', 
so  giebt  die  Gleichung  (8)  zwischen  diesen  Punkten,  welche  als- 
dann Doppelpunkte  des  Involutionssystems  heissen,  und  irgend 
zwei  conjugirten  Punkten  des  Systems  die  Beziehung: 


CA'         CB' 

CA 

CB 

ä2'~C'W' 

woraus : 

CA   ■" 

-  OB  ' 

das  obere  Vorzeichen  ist  zu  verwerfen,  weil  C  und  O  verschiedene 
Punkte  sind  (§.  74),  und  das  untere  Vorzeichen  ergiebt  die  Punkte 
C  und  C  als  conjugirt  harmonisch  zu  den  Punkten  A  und  B,  d.  h.: 
die  Doppelpunkte  eines  Involutionssystems  sind  conju- 
girt harmonisch  zu  jeden  zwei  conjugirten  Punkten 
des  Involutionssystems,  und  mit  Anwendung  auf  unsern 
Satz  (I.): 

IV.  Wenn  man  an  zwei  Kegelschnitte  eines  Büschels 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  legt,  so  wird  dieselbe 
durch  die  Berührungspunkte  und  die  Durchschnitts- 
punkte mit  jedem  dritten  Kegelschnitt  des  Büschels  har- 
monisch getheilt. 

Die  eben  dargestellte  Beziehung  der  Doppelpunkte  eines  Invo- 
lutionssystems zu  den  conjugirten  Punkten  desselben  lässt  sich  vor- 
theilhaft  zur  Construction  conjugirter  Punkte  benutzen,  wenn  die  Lage 
der  Doppelpunkte  bekannt  ist,  andererseits  zu  einer  einfachen  Ueber- 
sicht  der  Vertheilung  der  Punkte  eines  Involutionssystems;  doch  ist 
wohl  zu  bemerken,  dass  die  Doppelpunkte  nicht  immer  reell  sind. 
Denn  wenn  beliebige  sechs  Punkte  eines  solchen  Systems  gegeben 
sind,  z.  B.  C  und  C,  D  und  D',  E  und  £',  so  dass  also: 

nn     CT. CD-  ^  OD  OD'  ^ 
^  ^      CE'CE'         OE'OE' 

ist,  so  erhält  man  die  Doppelpunkte  des  Systems  A  und  B  durch 
die  Beziehung: 
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cb"      ob" 


=  k. 


Wenn  nunmehr  k  negativ  ist,  d.  h.  in  den  Quotienten  der  bei- 
den Producte  in  (11)  entweder  der  Zähler  oder  der  Nenner  negativ 
wird,  so  werden  die  Doppelpunkte  des  Involutionssystems  imaginär. 

Es  sei  A  ein  Doppelpunkt  der  Involution  für  die  Punkte- 
paare C  und  C'y  D  und  D',  so  hat  man  zur  Definition  von  A  die 
Gleichung: 

CA"  _    CD- CD' 
C'T  ~  CD  CD'  ' 

und  es  wird  eins  von  den  beiden  Producten  CD -CD'  und  OD  OD' 
negativ,  wenn  die  Strecken  CO  und  DD'  theil weise  auf  einander 
liegen;  diese  Producte  aber  erhalten  dasselbe  Zeichen,  wenn  diese 
Strecken  ganz  ausser  oder  ganz  auf  einander  hegen,  d.  h.  die  Doppel- 
punkte eines  Involutionssystems  sind  reell,  wenn  die  Abstände  der 
conjugirten  Punktepaare  ganz  ausser  oder  ganz  auf  einander  liegen, 
die  Doppelpunkte  sind  imaginär,  wenn  diese  Abstände  theilweise 
auf  einander  hegen. 

Wenn  zwei  Kegelschnitte  eines  Büschels  in  Systeme  gerader 
Linien  degeneriren,  d.  h.  (weil  gerade  Linien  stets  wirkliche  Durch- 
schnittspunkte liefern)  wenn  unter  den  sich  in  vier  Punkten  durch- 
schneidenden Kegelschnitten  zwei  Linienpaare  in  Betracht  gezogen 
werden,  welche  durch  die  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  des 
Systems  hindurchgehen  und  demnach  die  Gegenseitenpaare  eines 
dem  System  von  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  eingeschriebenen 
Vierecks  sind,  so  ergiebt  sich  als  eine  Folgerung  aus  dem  allge- 
meinen Satze  (L): 

V.  Die  Durchschnittspunkte  jeder  durch  ein  einem 
Kegelschnitt  eingeschriebenes  Viereck  gelegten  Trans- 
versalen mit  den  Gegenseitenpaaren  desselben  und  dem 
Kegelschnitt  stehen  in  Involution. 

Man  kann  die  Gegenseitenpaare  und  zwei  Diagonalen  eines 
Vierecks  selbst  als  ein  System  von  drei  durch  dieselben  vier  Punkte 
gehenden  Kegelschnitten  ansehen  und  demnach  den  Satz  (V.)  in 
folgender  Form  aussprechen: 

VI.  Die   Gegenseitenpaare    eines    Vierecks    und    die 
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beiden  die  Gegenecken  verbindenden  Diagonalen  wer- 
den durch  jede  Transversale  in  sechs  in  Involution  ste- 
henden Punkten  durchschnitten. 

Geht  die  Transversale  durch  die  Durchschnittspunkte  der  bei- 
den Gegenseitenpaare  des  Vierecks,  d.  h.  fällt  dieselbe  mit  der  dritten 
Diagonale  zusammen,  so  reduciren  sich  deren  sechs  Durchschnitts- 
punkte auf  vier  harmonische,  d.  h. : 

VII.  Jede  Diagonale  eines  vollständigen  Vierseits 
wird  durch  die  beiden  anderen  Diagonalen  und  die  Ge- 
genecken des  Vierseits  harmonisch  getheilt  (§.  78). 

Wenn  von  den  Eckpunkten  des  eingeschriebenen  Vierecks  zwei 
unendlich  nahe  rücken,  so  geht  die  sie  verbindende  Gerade  in  ihren 
Gränzfall,  die  Tangente,  über;  geschieht  dasselbe  mit  den  beiden 
anderen  Eckpunkten,  so  reducirt  sich  das  eingeschriebene  Viereck 
auf  ein  System  zweier  Tangenten  und  die  Berührungssehne,  welche 
letztere  jedoch  als  eine  Doppellinie  anzusehen  ist,  weil  sie  durch 
zwei  zusammenfallende  Gegenseiten  des  Vierecks  gebildet  wird. 
Aus  Satz  (I.)  ergiebt  sich  demnach: 

VIII.  Auf  jeder  durch  einen  Kegelschnitt,  ein  Tan- 
gentenpaar und  die  Berührungssehne  gelegten  Trans- 
versalen ergeben  sich  fünf  Durchschnittspunkte,  deren 
letzterer  ein  Doppelpunkt  der  Involution  in  Beziehung 
auf  die  beiden  anderen  conjugirten  Punktepaare  ist. 

IX.  Auf  jeder  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  gelegten  Transversalen  wer- 
den durch  diesen  Punkt  und  die  Durchschnittspunkte 
mit  der  Berührungssehne  und  dem  Kegelschnitt  vier  har- 
monische Punkte  bestimmt  (§.  92). 

Anm.  Durch  die  Theorie  der  reciproken  Polaren  ergeben  sich 
aus  den  Sätzen  (IV.)  bis  (IX.)  ebensoviel  Sätze  über  Kegelschnitte, 
welche  demselben  Vierseit  eingeschrieben  sind  und  über  diese  Vier- 
seite selbst,  welche  wir  der  Kürze  wegen  übergehen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  schhcsslich  zu  den  Constructionen 
von  Involutionssystemen  von  Punkten  und  bemerken  dabei, 
dass  auch  diese  sich  durch  die  Theorie  der  reciproken  Polaren  ver- 
doppeln lassen.     Mit  Hilfe  des  Satzes  (VI.)   lässt  sich  jeder  sechste 
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Punkt  eines  Involutionssystems  durch  eine  einfache  Construction, 
zu  welcher  nur  das  Lineal  erfordedich  ist,  finden: 

Gegeben  seien  (Fig.  67)  auf  der  geraden  Linie  (6?)  die  beiden 
Punktepaare  A,  A'  und  B,  B'  als  conjugirte  Punkte  und  der  Punkt 
C;  um  das  Involutionssystem  durch  den  Punkt  C  zu  vervollstän- 
digen, lege  man  durch  A,  A'  und  B  drei  beliebige  gerade  Linien, 
bezüglich  a,  a!  und  h,  verbinde  den  Punkt  (a,  h)  mit  C  durch  die 
Linie  c  und  den  Punkt  {a!,  c)  mit  B'  durch  die  Linie  b',  so  schneidet 
die  Verbindungslinie  c'  der  beiden  Punkte  (tt,  h')  und  («',  h)  die  gerade 
Linie  G  in  dem  verlangten  Punkte  C;  denn  die  Linien  a,  a'  und 
h,  b'  sind  die  Gegenseitenpaare  eines  Vierecks  und  die  Linien  c 
und  c'  die  Diagonalen  durch  die  Gegenecken  desselben. 

Um  zweitens  (Fig.  68)  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  G 
zu  zwei  gegebenen  Punktepaaren  A  und  A',  B  und  B'  einen  der 
beiden  Doppelpunkte  D  oder  D'  des  Involutionssystems  zu  finden, 
beachte  man  Folgendes:  vermöge  der  Gleichung 

ad'         ab  AB' 


~Ä^'        A'B  A'B' 

hat    man    die    Strecke    AA'    im    Verhältniss    von    a  ~  ]^AB'AB' 


zu  a' =^  y  A'B'A'B'  zu  theilen;  dazu  construire  man  über  der 
Strecke  BB'  den  Halbkreis,  und  jenachdem  die  Punkte  A  und  A' 
ausserhalb  oder  innerhalb  desselben  liegen  (der  Fall,  wo  ein  Punkt 
innerhalb,  der  andere  ausserhalb  liegt,  ist  nach  den  Bemerkungen 
zu  (11)  ausgeschlossen),  von  A  und  A'  die  Tangenten  an  den 
Halbkreis,  oder  in  A  und  A'  die  senkrechten  Halbsehnen,  «  und  «', 
endlich  ziehe  man  durch  die  Punkte  A  und  A'  zwei  Parallelen  von 
der  Länge  bezüglich  a  und  a',  so  liefert  die  Verbindungslinie  der 
freien  Endpunkte  dieser  Parallelen  durch  ihre  Durchschneidung  mit 
der  Geraden  G  einen  Doppelpunkt  des  Systems,  und  zwar  D  oder 
D',  jenachdem  man  die  Parallelen  von  A  und  A'  aus  in  derselben 
oder  in  entgegengesetzter  Piichtung  zieht.  Die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe führt  also,  wenn  sie  überhaupt  ausführbar  ist,  stets  zu  zwei 
Doppelpunkten  D. 

§.  103.  Gemeinschaftliche  Sehnen,  reelle,  ideale, 
imaginäre;  reeller  Durchschnittspunkt  der  letzteren.  In 
der  Gleichung: 

(1)     U  +  fiU'  =  0 


192  §.  103.     Elftes  Kapitel. 

lässt  sich  der  Goefficient  ^  stets  so  bestimmen,  dass  die  linke  Seite 
ein  Product  zweier  reellen  oder  imaginären  Factoren  wird;  denn 
nach  den  Entwickelungen  des  §.  62,  Anm.  findet  dieses  Statt,  wenn 
die  Bedingungsgleichung : 

(a  +  fia')  (c  +  f^c')  {f+  ^f)  -(a  +  f^a')  (e  +  {.le^ 
-  {c  +  fic')  (d  +  fzd'y-  (/•+  fif)  {b  +  M'b'y 
+  2  (6  +  fib')  (d  +  fid')  (e  +  fie')  =  0 

erfüllt  wird:  durch  Auflösen  der  Klammern  und  Ordnen  nach  Po- 
tenzen von  f,i  ergiebt  sich  eine  kubische  Gleichung  in  Beziehung 
auf  (LI  von  folgender  Form: 

(2)    z/+«^.  +  /5yt^+^y^o, 

wo  J  und  z/'  in  der  früheren  Weise  aus  den  Constanten  der  bei- 
den Kegelschnitte  zusammengesetzt  sind,  nämlich: 

J  =   acf  —  ae'  —  cd'  —  fb'  +  2bde, 
J'  =  a'c'f'~a'e"-c'd"—f'b"+2b'd'e', 

die  Coefficienten  von  ^tt  und  /li^  aber,  weil  für  unseren  Zweck  ohne 
Interesse,  durch  a  und  ß  bezeichnet  sind.  Jede  kubische  Glei- 
chung hat  mindestens  Eine  reelle  Wurzel:  darum  giebt  es  auch 
mindestens  Einen  reellen  Werth  von  jn,  welcher  der  Gleichung  (2) 
genügt,  d.  h.  für  welchen  die  linke  Seite  von  (1)  sich  in  zwei 
reelle  oder  imaginäi'e  Factoren  zerlegen  lässt,  die  Gleichung  (1) 
also  ein  System  zweier  reellen  oder  imaginären  geraden  Linien 
darstellt. 

Ist  einer  der  beiden  Kegelschnitte  U  oder  U',  welche  dem 
Büschel  (1)  zu  Grunde  liegen,  selbst  ein  System  zweier  geraden 
Linien,  so  lässt  sich  einer  der  W^erthe  von  ^i«,  für  welche  (1) 
ein  System  zweier  geraden  Linien  wird,  sofort  angeben.  Es  ver- 
schwindet nämlich  alsdann  (§.  62)  bezüglich  J  oder  /J',  so  dass  die 
Gleichung  den  Wurzelwerth  jit  =  0  oder  f.i  =  :\d  erhält:  die 
Liniensysteme  U  =  0  oder  U'  =  0  sind  demnach  selbst  die  Gränz- 
fälle  des  Involutionssystems  (1)  und  zwar  unabhängig  davon,  ob 
U  oder  U'  sich  in  reelle  oder  imaginäre  Factoren  des  ersten  Grades 
zerlegen  lässt. 

Es  gehört  also  zu  einem  Büschel  von  Kegelschnitten  min- 
destens Ein  System  von  reellen  oder  imaginären  geraden  Linien. 
Sind  diese  geraden  Linien,  welche  durch: 
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(3)    p  =  0     und    Pi  =  0 

bezeichnet  werden  mögen,  reell,  und  durchschneiden  sich  die  Ke- 
gelschnitte U  und  U'  in  vier  reellen  Punkten,  so  gehen  auch  die 
Linien  p  und  p,,  sowie  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  (1),  durch 
diese  vier  Punkte,  d.  h.  die  Geraden  (3)  sind  gemeinschaftliche 
Sehnen  aller  dieser  Kegelschnitte;  haben  dagegen  die  Kegel- 
schnitte U  und  U'  keinen  Punkt  gemeinschafthch,  so  durchschneiden 
'auch  die  Linien  (3)  die  Kegelschnitte  des  Systems  (1)  gar  nicht, 
behalten  jedoch  dieselbe  Beziehung  zu  diesem  System  wie  bei  der 
ersten  Annahme  (§.  102),  und  man  nennt  sie  darum  ebenfalls  ge- 
meinschaftliche, doch  zur  Unterscheidung  von  den  früheren, 
ideale  Sehnen  des  Systems.  Ebenso  haben  die  Kegelschnitte 
eines  Büschels,  wenn  sie  alle  nicht  mehr  als  zwei  reelle  Punkte 
gemeinschaftlich  haben,  eine  reelle  und  eine  ideale  gemeinschaft- 
liche Sehne,  und  wenn  endlich  das  System  (1)  als  Gränzfall  ein 
System  zweier  imaginären  geraden  Linien  enthält,  so  nennt  man  diese 
Linien  auch  alsdann  noch  gemeinschaftliche,  und  zwar  imagi- 
näre Sehnen  des  Systems,  obschon  man  bei  solchen  Geraden  nur 
noch  einen  einzigen  reellen  Punkt,  ihren  sogenannten  Durchschnitts- 
punkt, anzugeben  vermag. 

Solche  conjugirte  imaginäre  Geraden  nämlich  werden  darge- 
stellt durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  reellen  Coefficienten 
von  der  Form: 

(4)     ax'+  2bxy  +  cy'+  2dx  +  2eij  +  f=0, 

unter  der  Voraussetzung,  dass  J  =  0  und  ac  — 6^>>0  ist  (§.  62): 
die  Gleichung  J  =  0  ist  aber  zugleich  die  Bedingung  dafür,  dass 
sich  die  linke  Seite  von  (4)  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  zer- 
legen lässt.  Bezeichnet  man  diese,  wie  oben,  durch  p  und  p^,  so 
muss  also  das  Product  pp^  reell  sein,  d.  h.  es  müssen  p  und  p^ 
conjugirte  complexe  Ausdrücke  werden  von  der  Form: 

p  =  s  +  t]/'^,       p^=s-t]/^ 

wo  if  und  t  wieder  x  und  y  nur  im  ersten  Grade,  und  zwar  in 
reeller  Zusammensetzung,  enthalten.  Für  diejenigen  Werthe  von 
X  und  y,  durch  welche  s  und  t  gleichzeitig  Null  werden,  verschwin- 
den auch  p  und  p^  und  demnach  auch  die  hnke  Seite  von  (4), 
d.  h.  der  Schnittpunkt  der  beiden  Linien  s  =  0  und  t  =  0  ist  zu- 
gleich  als   ein   den   beiden  imaginären  conjugirten  geraden  Linien 

Joaclümsthal  Elemouic.    2.  Au(l.  13 
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p  und  p^  gemeinschaftlicher  Punkt  zu  betrachten,  also  als  ein  reeller, 
durch  die  Gleichung  (4)  dai'gestellter  Punkt.  Ein  solcher  Punkt, 
welcher,  als  Durchschnittspunkt  reeller  oder  imaginärer  Gränzhnien, 
passend  als  Gränzpunkt  des  Büschels  (1)  für  die  Annahme 
imaginärer  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  desselben  anzusehen  ist, 
hat  für  dieses  System  von  Kegelschnitten  dieselbe  Bedeutung,  wie 
der  Durchschnittspunkt  jeder  zwei  reellen  Gränzhnien  eines  Büschels: 
er  ist  nänüich  ein  Doppelpunkt  der  Involution  auf  jeder  durch 
ihn  gelegten  Transversalen.  —  Zur  Erläuterung  möge  folgender 
specielle  Fall  dienen: 

Wenn   in   der  Gleichung  einer  Ellipse  —2-  + "fr  =  ^^    unter 

Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten,  die  Halbaxen  a  und  b  durch 
m-a  und  71- a  ersetzt  werden,  wo  m  und  n  Zahlen  sind,  so  stellt 
für  verschiedene  Werthe  von  a  die  Gleichung: 

(5)  4+4-=«' 

ein  System  von  concentrischen  und  mit  gleicher  Axenrichtung  ver- 
sehenen Ellipsen  dar,  und  welche  ferner  in  der  Beziehung  zu  ein- 
ander stehen,  dass  jede  zwei  gleich  gerichtete  Durchmesser  dasselbe 
Verhältniss  zu  einander  haben;  denn  setzt  man  in  zwei  Gleichun- 
gen von  der  Form  (5)  mit  den  verschiedenen  Parametern  a^^  und 
«2  statt  X  und  y  bezüghch  r  cos  9p  und  rsin^,  so  ergeben  sich 
die  Gleichungen: 

^,^cos^^   sin^>,_^,     ^^^^      ^,^ cos cp'   ,   sin 


m 


und  daraus   für  denselben  Winkel  q),  wenn  man  die  zugehörigen 
Halbmesser  der  beiden  Ellipsen  durch  r^  und  r^  bezeichnet: 


.2  .^2 ^-i . 

2 


die  ElHpsen  sind  darum  einander  ähnhch,  und  die  Gleichung  (5) 
drückt  für  veränderliche  Werthe  des  Parameters  a  ein  Sy- 
stem concentrischer,  ähnlicher  und  ähnlich  liegender 
Ellipsen  aus;  wenn  nunmehr  «  verschwindet,  so  reduciren  sich 
auch  die  Halbaxen  der  zugehörigen  EUipse  auf  Null,  obschon  ihr 
Verhältniss  noch  das  frühere,  wie  min,  bleibt:  die  Gleichung  dieser 
Ellipse  wird: 


m 
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+  11  =  0,     oder:     (^  +  J^ ^^l) (  -  _  1. ^=n)  =  o ; 


eine  solche  Gleichung  stellt  demnach  eine  Ellipse  dar  mit  unendlich 
kleinen  Axen,  d.  h.  eine  Ellipse,  welche  sich  auf  einen  Punkt,  und 
zwar  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  reducirt,  und  in  der  That 
werden  die  letzten  Gleichungen  durch  die  einzigen  Werthe  ic  =  0, 
y  =  0  befriedigt.     Diesem  analog,  drückt  die  Gleichung: 

2  2     ^ 

m        n 

ein  System  concentrischer,  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Hyper- 
beln aus,  welche  für  den  Fall  a  --=  0  sich  auf: 

4-4  =  0,     d.h.:     i5-  +  l-=0     und:     -^-^  =  0, 
m        n  m       11  m       n 

also  auf  die  allen  Hyperbeln  gemeinschaftlichen  Asymptoten  re- 
duciren;  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  erscheint  also  jetzt  als 
Durchschnittspunkt  zweier  reellen,  wie  vorhin  zweier  imaginären 
geraden  Linien.  — 

Es  seien  nunmehr  p  =  0  und  /?,  =  0,  ohne  Rücksicht  darauf, 
ob  reell  oder  imaginär,  die  Gränzhnien  des  Systems  (1),  so  lässt 
sich  die  Gleichung  desselben  ersetzen  durch: 

(6)    u+m,  =  0, 

WO  ß  eine  neue  behebige  Constante  bedeutet,  ohne  an  Allgemein- 
heit zu  verheren;  denn  wenn  die  Gränzhnien  des  Systems  (1)  dem 
Werthe  fx^  des  Parameters  entsprechen,  so  dass  also,  abgesehen 
von  einem  Zahlenfactor: 

ist,  so  lässt  sich  U'  durch  U  und  pp^  ausdrücken,  so  dass  sich  als- 
dann in  der  That  für  (1)  eine  Gleichung  von  der  Form  (6)  ergiebt. 
Diese  Gleichung  (6)  aber  zeichnet  sich  dadurch  sehr  vortheilhaft 
vor  der  Gleichung  (1)  aus,  dass  sie  unmittelbar  zu  einem  Doppel- 
punkt der  Involution  des  ganzen  Systems  führt,  nämlich  zu  dem 
Punkte  p  =  0,  p^  =  0,  welcher  stets  reell  ist. 

§.  104.  Doppelter  reeller  oder  imaginärer  Gontact 
zweier  Kegelschnitte.     Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall, 

13* 
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WO  in  dem  allgemeinen  Kegelschnittbüschel  U+^ipp,  =0  (§.  103,  6) 
der  Kegelschnitt  U  durch  das  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  q 
ersetzt  wird,  so  dass  die  Gleichung  des  Büschels  wird: 

(1)     q'+fipp,=0; 

die  gerade  Linie  q  =  0  ist  alsdann  eine  Doppellinie  des 
Systems  (§.  102),  und  im  Besonderen  ergiebt  dieselbe  mit  jeder 
durch  den  reellen  Punkt  p  =  p^  =0  gelegten  Transversalen  als 
Durchschnittspunkt  den  zweiten  Doppelpunkt  der  Involution,  so  dass 
also  jeder  solche  Schnittpunkt  conjugirt  harmonisch  ist 
zu  dem  Punkte  p  —p^  =0,  oder  kürzer  bezeichnet  (p,  p,), 
in  Beziehung  auf  die  Durchschnittspunkte  der  Transver- 
salen mit  jedem  Kegelschnitt  (1). 

Dieser  Satz,  welcher  als  specielle  Folgerung  des  Satzes  (I.)  in 
§.  102  auftritt,  mag  hier  nochmals  einen  besonderen  Beweis  finden: 
jede  den  Punkt  {p,p^)  durchschneidende  gerade  Linie  ist  enthalten 
in  der  Gleichung: 

(2)     vp+p,  =0; 

die  Gleichungen  (1)  und  (2)  vereinigt  ergeben  die  Schnittpunkte 
des  Kegelschnitts  (1)  und  der  Transversalen  (2):  eliminirt  man  aus 
beiden  Gleichungen  p, ,  so  erhält  man  q^ — i,ivp'^  =  0,  d.h.  das 
System  der  beiden  geraden  Linien: 

q  +  ]^/iiv-p  =  0     und :     q  —  ^(xv  -p  =  0, 

welche  den  Punkt  (p,  q)  mit  den  Schnittpunkten  von  (1)  und  (2) 
verbinden.  Diese  Linien  aber  sind  (§.  75)  conjugirt  harmonisch  zu 
den  geraden  Linien  p  —  0  und  g'  =  0,  woraus  sich  die  Richtigkeit 
unseres  Satzes  ergiebt. 

Sind  in  der  Gleichung  (1)  die  linearen  Ausdrücke  p  und  p, 
reell,  so  werden  p  und  p,  Tangenten  und  q  die  zugehörige  Berüh- 
rungssehne des  Kegelschnitts  des  Systems  (1),  weil  die  alsdann 
reellen  Durchschnittspunkte  der  Doppellinie  q  mit  den  Geraden  p 
und  p,  selbst  auf  dem  Kegelschnitt  liegen  (vergl.  §.  68,  Form.  4*): 
die  Kegelschnitte  (1)  berühren  sich  also  alle  in  diesen  Punkten 
(p,  q)  und  (p,,  q)^  d.  h.  sie  haben  einen  doppelten  Contact: 
der  Analogie  wegen  sagt  man  auch  von  Kegelschnitten,  welche  durch 
die  Gleichung  (1)  dargestellt  werden,  wenn  p  und  p,,  die  gemein- 
schafthchen  Tangenten,   conjugirt  imaginär  sind,   obschon  alsdann 
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nur  ihr  Schnittpunkt  reell  bleibt,  sie  haben  einen  doppelten 
imaginären  Contaet,  und  nennt  q  wie  früher  die  gemeinschaft- 
liche Berührungssehne. 

Wenn  man  in  diesem  Falle  für  p  und  p^  einführt  5  -\-  i }/—  1 
und  s—t]/—l,  so  ergiebt  sich  als  die  Gleichung  eines  In- 
volutionssystems von  Kegelschnitten,  welche  einen  dop- 
pelten imaginären  Contaet  haben: 

(3)      q'+flis'+f)  =  0, 

WO  q,  Sj  t  lineare  Ausdrücke  in  Beziehung  auf  x  und  y  mit  reellen 
Coefficienten  sind. 

Anm.  Durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (3)  wurde  (§.  97) 
der  in  Beziehung  auf  den  Hilfskreis  x'^~\-y^—r'^  =  0  zu  einem 
Kreise  (x  —  «)'*+  {y  —  ß)'^—  «^  =  0  gehörige  Polarkegelschnitt  aus- 
gedrückt, nämhch  durch: 

nimmt  man  in  dieser  Gleichung  a  als  veränderlich  an,  so  ergiebt 
sich  zur  Vervollständigung  der  Resultate  von  §.  97: 

Zu  einem  System  concentrischer  Kreise  gehören  in  Be- 
ziehung auf  einen  beliebigen  Hilfskreis  als  Polarcur- 
ven  ein  System  von  Kegelschnitten,  welche  einen  dop- 
pelten imaginären  Contaet  haben, 

und  zwar  ist  der  Mittelpunkt  des"Tlilfskreises  a;  =  ?/  =  0,  d.  h.  der 
gemeinschaftliche  Brennpunkt  aller  dieser  Kegelschnitte,  der  Gränz- 
punkt,  und  die  Leitlinie,  ax-\- ßy  -\-r'^  =^  {)^  die  gemeinsame  Be- 
rührungssehne des  Systems. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  (3)  den  Coefficienten  f.i,  welcher 

für  reelle  Kegelschnitte  nothwendig  negativ  sein  muss,  durch 3 

ersetzt,  so  ergiebt  sich  als  die  Gleichung  eines  Systems  von  Kegel- 
schnitten, welche  einen  doppelten  imaginären  Contaet  haben: 

(4)     s'^e-v''q^=^{), 
wofür  sich  auch  schreiben  lässt: 

«'+(<  +  ^9)  (^  —  '^q)  =  0,     oder :     f-^(s  +  vq)  (s  —  vq)  =  0. 
Aus   den   beiden  letzten  Formen  der  Gleichung  geht  hervor,    dass 
s  und  i  die  Berührungssehnen  sind  der  Kegelschnitte  für  die  reellen 
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Tangentenpaare  t-{-vq  =  0,  t—vq  =  0  und  s-\-vq  =  0,  s—vq  =  0, 
d.  h.  dass  die  drei  geraden  Linien  ^  =  0,  s  =  0,  ^  =  0  ein  Drei- 
eck bilden,  dessen  Eckpunkte  die  Pole  sind  in  Beziehung  auf  die 
jedesmaligen  Gegenseiten  als  Polaren.  Man  nennt  ein  solches 
Dreieck  ein  sich  selbst  conjugirtes,  oder  kurz  Poldreieck, 
und  hat  demnach  folgenden  Satz: 

Kegelschnitte   mit  einem   doppelten  imaginären   Con- 
tact  haben  ein  Poldreieck  gemeinschaftlich, 

und  zwar  ist  der  innerhalb  aller  Kegelschnitte  Hegende  Punkt  dieses 
Dreiecks,  s  =  t  =  0,  der  Gränzpunkt  des  Systems;  die  Gleichungen 
verschiedener  Kegelschnitte  in  der  Form  (4)  unterscheiden  sich  nur 
durch  die  verschiedenen  Werthe  des  Parameters  v. 

Wir   wenden    uns  jetzt   zur  Erledigung   einer  in  §.  89  ange- 
regten Frage,  welche  Bedeutung  die  Gleichung: 

(5)     MjWj— f^  =  0 
hat,  wo: 

u,  =  ax]  +  2bx,  y,  +  cy]  +  2dx,  +  2ey,  +  f, 
u^  =  ax'  -\-  2bxy  +  cy''  +  2dx  +  2ey  -f  f, 
V   =  {ax^  +  by^  -{-d)x  +  {bx,  ^-cy,  +  e)y-]rdx,-]r  ey^  +  f, 

wenn  die  beiden  Factoren,  in  welche  sich  die  linke  Seite 
von  (5)  stets  zerlegen  lässt  (§.  101),  conjugirt  imaginär 
sind,  d.  h.  wenn  der  Punkt  (x^,  y^)  innerhalb  des  Kegelschnitts 
M^  =  0  liegt.  Bezeichnen  wir  die  Factoren  von  u^u.^  —  'C^,  dieselben 
mögen  reell  oder  conjugirt  imaginär  sein,  durch  p  und  p,,  so  dass, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor: 

(6)     v'-u,u,=^pp, 

ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  u^  =  0  ersetzen 
durch : 

(7)     c'-pp.  =0; 

denn  wenn  man  für  pp^  seinen  Werth  aus  (6)  einträgt,  so  ergiebt 
sich  MjMj  =  ^7  d.  h.  abgesehen  von  dem  Factor  m,,  dem  Resultate 
der  Substitution  der  Coordinaten  x^  und  y^  an  Stelle  von  x  und  y 
in  u.^ ,  dieselbe  Gleichung  als  die  des  Kegelschnitts  u.^  =  0.  Aus 
(7)  aber  ergiebt  sich,  dass  auf  jeder  durch  den  Punkt  (p,  p^)  ge- 
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legten  Transversalen  durch  diesen  Punkt  und  die  Durchschnittspunkte 
mit  der  geraden  Linie  v  =  0  und  dem  Kegelschnitt  vier  harmoni- 
sche Punkte  bestimmt  werden,  dass  also  ü  —  0  die  Polare  ist  des 
Punktes  (p,  p^)  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt.  Sind  p  und  jo, , 
die  Factoren  von  u^u.^  —  v'^,  reell,  so  stellen  sie,  gleich  Null  gesetzt, 
zwei  Tangenten  und  v  =^  0  die  zugehörige  Berührungssehne  des 
Kegelschnitts  dar  (vgl.  §.  89);  sind  dagegen  p  und  p^  conjugirt 
imaginär,  so  drückt  die  Gleichung  (5)  den  Pol  (Durchschnittspunkt 
zweier  conjugirten  imaginären  Tangenten)  zur  Polare  v  =  0  aus. 


§.  105.  Construction  eines  Kegelschnitts  aus  ge- 
gebenen Elementen.  Zur  Anwendung  der  bisher  entwickelten 
Involutionstheorie  mag  die  Construction  beliebig  vieler  neuen  Punkte 
und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  dienen,  welcher  durch  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Punkten  oder  Tangenten  (§.  98)  gegeben  ist. 
Die  Theorie  der  reciproken  Polaren  leistet  dabei  die  wesentlichsten 
Dienste,  weil  durch  sie  mit  der  Construction  jeder  einzelnen  Auf- 
gabe unmittelbar  die  Lösung  einer  verwandten  Aufgabe  gegeben 
ist,  und  es  sind  darum  die  entsprechenden  Aufgaben  einander  gegen- 


übergestellt worden. 


la.  Wenn  fünf  Punkte  ei- 
nes Kegelschnitts  gegeben 
sind. 

Irgend  vier  der  gegebenen 
Punkte  als  Eckpunkte  bestimmen 
in  beliebiger  Reihenfolge  ein  Vier- 
seit,  und  es  ist  auf  jeder  durch 
den  fünften  Punkt  gehenden 
Transversalen  der  diesem  Punkte 
conjugirte  sechste  Punkt  eines 
Involutionssystems,  von  welchem 
zwei  Punktepaare  die  Schnitt- 
punkte mit  den  Gegenseiten- 
paaren des  Vierseits  sind,  ein 
Punkt  des  gesuchten  Kegelschnitts 
(§.  102,  V.). 

IIa.  Wenn  vier  Punkte  und 
eine  Tangente  gegeben  sind. 


Ib.  Wenn  fünf  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  gege- 
ben sind. 

Irgend  vier  der  gegebenen  Tan- 
genten als  Seiten  bestimmen  in 
beliebiger  Reihenfolge  ein  Vier- 
eck, und  es  ist  für  jeden  auf 
der  fünften  Tangente  angenom- 
menen Punkt  der  dieser  Geraden 
conjugirte  sechste  Strahl  eines 
Involutionsbüschels,  von  welchem 
zwei  Strahlenpaare  die  Verbin- 
dungshnien  mit  den  Gegenecken- 
paaren des  Vierecks  sind,  eine 
Tangente  des  gesuchten  Kegel- 
schnitts. 

IIb.  Wenn  vier  Tangenten 
und  ein  Punkt  gegeben  sind. 
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Die  gegebenen  Punkte  als  Eck- 
punkte bestimmen  in  beliebiger 
Reihenfolge  ein  Vierseit,  dessen 
Gegenseitenpaare  die  gegebene 
Tangente  in  den  Punktepaaren  Ä 
und  A',  B  und  5'  treffen  mö- 
gen: also  lässt  sich  der  Berüh- 
rungspunkt C  dieser  Tangente, 
d.  h.  ein  fünfter  Punkt  des  ge- 
suchten Kegelschnitts,  finden  als 
Doppelpunkt  eines  Involutionssy- 
stems durch  Construction  der 
Gleichung : 


AC 


AB  AB' 
A'BA'B'' 


man  erhält  dadurch  zwei  Punkte 
C(§.  102)  und  demnach  zwei  ver- 
schiedene Lösungen  der  Aufgabe. 

Illa.  Wenn  drei  Punkte 
und  zwei  Tangenten  gege- 
ben sind. 

Die  Punkte  seien  (Fig.  69)  p, , 
P2,  P3,  der  Durchschnittspunkt 
der  Tangenten  t^  und  t^  heisse 
C,  die  Durchschnittspunkte  fer- 
ner der  Verbindungssehnen  P2P3, 
P3P1 »  PiPz  ^^^  ^^^  Tangenten 
t^  und  <2  bezüghch  A^  und  B^, 
A^  und  ^2,  A^  und  B.^:  so  ist 
die  Berührungssehne  S  zu  fin- 
den; denn  diese  liefert  mit  den 
gegebenen  Tangenten  zwei  neue 
Punkte  des  gesuchten  Kegel- 
schnitts. Nach  §.  102,  VIII.  ist 
der  Durchschnittspunkt  der  Be- 
rührungssehne jS  mit  irgend  ei- 
ner Transversalen  ein  Doppelpunkt 


Die  gegebenen  Tangenten  als 
Seiten  bestimmen  in  beliebiger 
Reihenfolge  einViereck,  dessen  Ge- 
geneckenpaare mit  dem  gegebenen 
Punkte  verbunden  die  Strahlen- 
paare A  und  A',  B  und  B'  liefern 
mögen:  also  lässt  sich  die  durch 
diesen  Punkt  gehende  Tangente  C, 
d.  h.  eine  fünfte  Tangente  des 
gesuchten  Kegelschnitts,  finden 
als  Doppelstrahl  eines  Involutions- 
büschels durch  Construction  der 
Gleichung: 


AC 

A'C'' 


AB  AB' 
A'B'A'B' 


man  erhält  dadurch  zwei  Tangen- 
ten C  und  demnach  zwei  ver- 
schiedene Lösungen  der  Aufgabe. 

lllb.  Wenn  drei  Tangen- 
ten und  zwei  Punkte  gege- 
ben sind. 

Die  Tangenten  seien  t^,  t.^^  #3, 
die  Verbindungslinie  der  Punkte 
/?,  und  /?2  heisse  C,  die  Verbin- 
dungshnien  ferner  der  Durch- 
schnittspunkte (t^^a),  (^3^i),  ftij) 
mit  den  Punkten  p,  und  p^  be- 
züghch Ay  und  J?,,  A^  und  B^^ 
A^  und  ^3:  so  ist  der  Schnitt- 
punkt S  der  Tangenten  an  p, 
und  P2  2^  finden;  denn  dieser 
liefert  mit  den  gegebenen  Punk- 
ten verbunden  zwei  neue  Tan- 
genten des  gesuchten  Kegel- 
schnitts. Die  Verbindungshnie 
dieses  Schnittpunktes  S  mit  ir- 
gend einem  Schnittpunkte  zweier 
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der  Involution  dieser  Transver- 
salen zu  deren  Durchschnittspunk- 
ten mit  den  beiden  Tangenten 
und  dem  Kegelschnitt:  bezeich- 
net man  also  die  Durchschnitts- 
punkte der  Berührungssehne  mit 
den  beiden  Transversalen  p^p^ 
und  p^p^  bezüglich  durch  X  und 
Y,  so  ergeben  sich  zur  Bestim- 
mung dieser  Punkte  die  Glei- 
chungen : 


A^  _  Ap2'APz 


B,X' 

B,P^B,P, 

AJ\ 

_  A,P,-A,p,  . 

BJ' 

B,V.-B,p,  ' 

und: 


diese  Gleichungen  liefern  zwei 
Punkte  X  und  zwei  Punkte  F, 
d.  h.  es  giebt  vier  verschiedene 
Lagen  der  Berührungssehne  S 
und  demnach  vier  verschiedene 
Kegelschnitte,  welche  der  Auf- 
gabe entsprechen. 


Tangenten  ist  ein  Doppelstrahl 
des  Involutionsbüschels  zu  den 
Verbindungshnien  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  beiden  Tan- 
genten und  den  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt:  bezeichnet  man 
also  die  Verbindungslinien  des 
Schnittpunktes  S  mit  den  Schnitt- 
punkten der  Tangentenpaare  {t.^t^) 
und  (^3^,)  bezüghch  durch  X  und 
Y,  so  ergeben  sich  zur  Bestim- 
mung dieser  Linien  die  Gleichun- 
gen: 


A,X' 

AA 

■A,h 

BX 

B,t, 

,ß,«3 

und: 

AX 

AA- 

A^t,, 

BX 

B.h- 

B,t,  ' 

diese 

Gleichun 

gen 

liefern    zwei 

Linien   X   und 

zwei 

i   Linien 

Y, 

d.  h.  es  giebt  vier  verschiedene 
Lagen  des  Schnittpunktes  S  der 
Tangenten  an  p,  und  p.^  und 
demnach  vier  verschiedene  Ke- 
gelschnitte, welche  der  Aufgabe 
entsprechen. 


§.  106.     Der  Pascalsche  Satz  mit  seinen  Folgerungen. 
Die  drei  Gleichungen: 

(1)  U  =  ax''+  2bxy  +  cy'+  2dx  +  2ey  +  f=0, 

(2)  U+i^'pq  =  Q, 

(3)  U+V'pr  =  0, 

wo  p,  q,  r  lineare  Ausdrücke  in  Beziehung  auf  x  und  y  mit  reellen 
Coefficienten  sind,  drücken  drei  Kegelschnitte  aus,  welche  eine  Sehne, 
nämhch  die  Linie  /)  =  0,  gemeinschafthch  haben;  ausserdem  sind 
9  =  0  und  r  =  0  die  Verbindungslinien  der  übrigen  beiden  reellen 
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oder  conjugirten  imaginären  Durchschnittspnnkte  bezüglich  des 
ersten  und  zweiten,  und  des  ersten  und  dritten  Kegelschnitts.  Durch 
Subtraction  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  ergiebt  sich: 

p  i/^q  ~  vr)  =  0, 

also  die  Gleichung  eines  neuen  Kegelschnittes,  welcher  durch  die 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  (2)  und  (3)  geht,  dieser  Kegel- 
schnitt degenerirt  in  das  System  der  beiden  geraden  Linien  p  =  0 
und  fiq~vr  =  0,  d.h.  die  letzte  Gleichung  gehört  der  Verbin- 
dungslinie der  beiden  übrigen  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  (2) 
und  (3)  an.  Die  drei  Linien  ^  =:  0,  r  =  0,  ^q  —  vr  =  0  gehen 
durch  denselben  Punkt  (q,  r),   also: 

I.  Wenn  drei  Kegelschnitte  eine  gemeinschaftliche 
Sehne  haben,  so  durchschneiden  sich  die  drei  übrigen, 
je  zweien  derselben  gemeinschaftlichen  Sehnen  in  einem 
und  demselben  Punkte. 

Kreise  sind  anzusehen  als  Kegelschnitte,  welche  eine  gemein- 
schaftliche (ideale)  Sehne  im  Unendlichen  haben  (§.  100),  also: 

II.  Die  gemeinschaftlichen  reellen  oder  imaginären 
Sehnen  dreier  Kreise  gehen  durch  denselben  Punkt 
(§.  30,  IL). 

Wenn  die  Kegelschnitte  (2)  und  (3)  Systeme  zweier  geraden 
Linien  werden,  so  lässt  sich  Satz  I.  folgendermassen  darstellen: 

Wenn  durch  einen  Kegelschnitt  U  zwei  Paar  gerader  Linien 
gelegt  werden  (Fig.  70),  nämlich  a,  a,  und  b,  6,,  von  denen 
sich  a  und  b,  sowie  a^  und  6,  auf  dem  Kegelschnitt  durch- 
schneiden, so  gehen  die  drei  Verbindungslinien  der  zweiten  Durch- 
schnittspunkte der  gegebenen  Linienpaare  mit  U  und  unter  sich, 
nämhch : 

«2^  die  Verbindungslinie  der  Punkte  (a,  U)  und  (a^,  l/), 

b,.     -                -                -        -  {b,  U)     -  (ö.,  f/), 

Ca,      -                    -                    -          -  (öf,  ^)      -  («n  b), 
durch  denselben  Punkt. 

Die  sechs  geraden  Linien  a,  b  in  der  Reihenfolge  a,  b,  &2, 
b^,  a,,  «2  sind  die  Seiten  eines  dem  Kegelschnitt  U  eingeschrie- 
benen Sechsecks :  es  ist  also  von  einem  solchen  nachgewiesen,  dass 


Combination  von  Kegelschnitten.  203 

die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte   der  Seitenpaare  a,  &,   und 
b,  a,   durch  den  Schnittpunkt  des  Seitenpaars  a^,  6.^  geht,  also: 

III.  Bei  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebe- 
nen Sechseck  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  der 
Gegenseitenpaare  auf  einer  geraden  Linie. 

Dieser  Satz  rührt  von  Pascal  her,  und  man  nennt  darum 
ein  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenes  Sechseck  gewöhnlich  ein 
Pascalsches  Sechseck.  Der  reciproke  polare  Satz  ist  als  eine 
der  ersten  und  hauptsächlichsten  Anwendungen  der  Theorie  der  re- 
ciproken  Polaren  von  Brianchon  gegeben  w^orden,  nämlich: 

IV.  Bei  jedem  einem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Sechsseit  gehen  die  drei  Verbindungslinien  der  Gegen- 
eckenpaare durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Die  Sätze  (III.)  und  (IV.)  sind  darum  von  so  grosser  Bedeu- 
tung für  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  weil  sie  auf  die  einfachste 
Weise  den  geometrischen  Zusammenhang  jedes  sechsten  Punktes 
oder  jeder  sechsten  Tangente  eines  Kegelschnitts,  von  welchem  be- 
züglich fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  ihrer  Lage  nach  bekannt 
sind,  mit  diesen  gegebenen  Bestimmungsstücken  darthun  (§.  105, 
la.  und  Ib.)-  Wir  beschränken  uns  hier  auf  wenige  Folgerungen 
dieser  Sätze:  Wenn  von  den  auf  einander  folgenden  Eckpunkten 
des  eingeschriebenen  Sechsecks  zwei  unendlich  nahe  rücken,  so 
dass  die  sie  verbindende  Sehne  eine  Tangente  des  Kegelschnitts 
wird,  so  ergiebt  sich  aus  (III.)  der  Satz: 

V.  In  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen 
Fünfeck  durchschneidet  die  Verbindungslinie  der  Durch- 
schnittspunkte von  zwei  Paar  abwechselnden  Seiten, 
z.  B.  der  ersten  und  dritten  und  der  zweiten  und  vierten, 
die  letzte  (fünfte)  Seite  in  einem  Punkte  der  an  den 
Kegelschnitt  in  dem  der  fünften  Seite  gegenüberliegen- 
den Eckpunkte  (2,  3)  gelegten  Tangente, 

und  der  reciproke  polare  Satz: 

VI.  In  jedem  einem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Fünfseit  durchschneidet  die  gerade  Linie,  welche  den 
Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  vön  zwei  Paar  ab- 
wechselnden Eckpunkten,    z.  B.   des    ersten  und  dritten 
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und  des  zweiten  und  vierten,  mit  dem  letzten  (fünften) 
Eckpunkte  verbindet,  die  diesem  Eckpunkt  gegenüber- 
liegende Seite  (2,  3)  in  ihrem  Berührungspunkte. 

Die  Anwendung  dieser  beiden  Sätze  auf  die  Vervollständigung 
der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Constructionen  der  Punkte 
oder  Tangenten  eines  Kegelschnitts  aus  gegebenen  Stücken  ist  ohne 
Weiteres  klar. 

Wenn  zwei  Seiten  des  eingeschriebenen  Sechsecks  Tangenten 
des  Kegelschnitts  werden,  so  ergiebt  sich  aus  (III.)  folgende  Eigen- 
schaft des  eingeschriebenen  Vierecks: 

VII.  Der  Durchschnittspunkt  der  Tangenten  an  je- 
den zwei  Gegenecken  eines  einem  Kegelschnitt  einge- 
schriebenen Vierecks  liegt  mit  den  beiden  Schnittpunk- 
ten der  Gegenseitenpaare  auf  einer  geraden  Linie, 

und  der  reciproke  polare  Satz: 

VIII.  Die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
jeder  zwei  Gegenseiten  eines  einem  Kegelschnitt  um- 
schriebenen Vierseits  trifft  mit  den  Verbindungslinien 
der  Gegeneckenpaare  in  demselben  Punkte  zusammen. 

Aus  den  Sätzen  VII.  und  VIII.  geht  ein  eigenthümlicher  Zu- 
sammenhang zwischen  den  durch  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts 
als  Eckpunkte  bestimmten  eingeschriebenen  drei  Vierecken  und  den 
durch  dieselben  vier  Punkte  als  Berührungspunkte  der  Seiten  be- 
stimmten umschriebenen  drei  Vierseiten  hervor,  nämlich : 

IX.  Die  Seiten  der  drei  eingeschriebenen  Vierecke 
durchschneiden  sich  ausser  in  den  vier  Punkten  des  Ke- 
gelschnitts noch  in  drei  Punkten  A,  B,  C,  und  die  Eck- 
punkte der  drei  umschriebenen  Vierseite  liegen  ausser 
auf  den  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts  noch  auf 
drei  geraden  Linien  a,  h,  c:  jede  dieser  Geraden  geht 
durch  zwei  jener  Punkte,  d.  h.  es  wird  durch  die  Punkte 
A,  B,  C  als  Eckpunkte  und  die  Linien  a,  h,  c  als  Seiten 
ein  und  dasselbe  Dreieck  bestimmt. 

Man  kann  auf  der  Transversalen,  welche  den  Durchschnittspunkt 
der  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen  Vierecks 
mit  dem  Durchschnittspunkte   zweier  Gegenseiten   verbindet,   diese 
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beiden  Durchschnittspunkte  als  Doppelpunkte  der  Involution  ansehen 
(§.  102,  V.  und  VI):  darum  sind  diese  Punkte  conjugirt  harmo- 
nisch zu  den  Schnittpunkten  der  Transversalen  mit  dem  Kegelschnitt 
und  ist  ferner  die  Verbindungslinie  der  Durchschnittspunkte  beider 
Gegenseitenpaare  die  Polare  des  Durchschnittspunktes  der  Diago- 
nalen: dies  auf  alle  drei  eingeschriebenen  Vierecke  angewandt  er- 
giebt  den  Satz: 

X.  Jeder  von  den  drei  Punkten,  in  denen  sich  die 
Verbindungslinien  von  vier  auf  einem  Kegelschnitt  lie- 
genden Punkten,  ausser  auf  dem  Kegelschnitt,  durch- 
schneiden, ist  der  Pol  der  Verbindungslinie  der  beiden 
anderen. 

Es  wird  also  durch  diese  Punkte  ein  sich  selbst  conjugirtes 
Dreieck  bestimmt  (§.  104);  dasselbe  ist  gemeinschafthch  für  alle 
durch  dieselben  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte,  also: 

XI.  Alle  sich  in  denselben  vier  Punkten  durchschnei- 
denden Kegelschnitte  haben  ein  sich  selbst  conjugirtes 
Dreieck  gemeinschaftlich,  nämlich  dasjenige  Dreieck, 
welches  die  Schnittpunkte  der  paarweisen  Verbindungs- 
linien der  vier  Punkte  zu  Ecken  hat  (vgl.  §.  104), 

und  der  reciproke  polare  Satz  lautet: 

XII.  Alle  dieselben  vier  geraden  Linien  berühren- 
den Kegelschnitte  haben  ein  sich  selbst  conjugirtes 
Dreieck  gemeinschaftlich,  nämlich  dasjenige  Dreieck, 
welches  die  Verbindungslinien  der  Gegenecken  der 
durch  die  vier  geraden  Linien  bestimmten  Vierseite  zu 
Seiten  hat. 

Wenn  endhch,  wie  in  (IX.),  die  Eckpunkte  eines  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  Vierecks  die  Berührungspunkte  der  Seiten 
eines  umschriebenen  Vierseits  sind,  also  Viereck  und  Vierseit  sich 
als  reciproke  polare  Figuren  entsprechen,  so  haben  dieselben  das 
sich  selbst  conjugirte  Dreieck  gemeinschaftlich. 
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